Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commcrcial parties, including placing technical restrictions on automatcd qucrying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send aulomated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct andhclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch fiir Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .corül durchsuchen. 



f 



f' 



[ 



. \ 



\ 



VORLESUNGEN 



ÜBER 



MATHEMATIK 



VON 



LEOPOLD KRONECKEB. 



HERAUSGEGEBEN 

UNTER MITWIRKUNG EINER VON DER KÖNIGLICH PREUSSISCHEN 

AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN EINGESETZTEN COMMISSION. 



ERSTER BAND. 

VORLESUNGEN ÜBER DIE THEORIE 
DER EINFACHEN UND DER VIELFACHEN IXTEGRjVLE. 




LEIPZIG, • 

DRUCK UND VERLAG VON B. O. TEUBXER. 

1894. 



VORLESUNGEN 



ÜBER DIE 



THEORIE DER EINFACHEN UND 
DER VIELFACHEN INTEGRALE 



VON 



LEOPOLD KRONECKEB. 



HERAUSGEGEBEN 



VON 



Db. EUGEN NETTO, 

PBOrSBSOB DBB MATHEMATIK AH DBB ITHIYBBBITÄT ZV OIBBHBH. 




♦ ■ 



» • >i 



• • 4 



* • .< « 



• •• * 



• » > 



• , 



LEIPZIG, 

DRUCK UND VERLAG VON B. G. TEUBNER. 

1894. 



ALLE BEGHTE, 
EINSGOLIESSLICH DES ÜBEBSETZUNGSBECHTS , VOBBEHALTEN. 





• 






• 






* • • 






• • 






• 






* 






..•' 






••.- 






* ». 












• 






" • 




















*" * » 




• 


u 




• fc - 


W V V <• 




•■ * 


w h 


• 


• » «> 


* % 


• • • 






• 








V 




• ^»- 


^-». 


• 2 • 


<: 






• fc. 


^ » * 


••*.••'. 


??'v. 


u * 


,.•• 




^ V 


•••:. 


• * 

• 


■ V *" 1 




• *"^ 


w ^ V 




• » 


^ ^ 


V.v! 


-•w" 


rt ^ * 






«, V W w 


••:•• 


vy^^ 


V — W V" 


•• 




V 



Vorwort. 

Aus dem Cyklus von Vorlesungen, welche der bis zum letzten 
Lebenstage schaffensfreudige Leopold Kronecker an der Berliner 
Universität gehalten hat, erscheint, hier diejenige über die Theorie der 
einfachen und der vielfachen Litegrale. Fünfmal hat Kronecker über 
diesen Gegenstand gelesen; zuerst im Wintersemester 1883/84 zwei- 
stündig „über einige bestimmte Litegrale'^; dann in den Sommer- 
semestem 1885 vierstündig und 1887, 1889, 1891 sechsstündig. Für 
die Herausgabe lagen Kronecker's Notizen zu sämmtlichen fünf Col- 
legien, sowie die auf seine Veranlassung angefertigten Nachschriften 
aus den Jahren 1883/84, 1885, 1889 völlig und die aus dem Jahre 
1891 zur Hälfte vor. 

Wer Kronecker's Vortrags- oder Arbeitsweise kennt, wird wissen, 
dass einführende, elementare Vorlesungen zu halten, mit seiner Ideen- 
fülle sich nicht vertrug. Mit Hintansetzung peinlich strenger Systematik 
knüpfte er völlig eigenartig an Untersuchungen an, die ihn augenblick- 
lich beschäftigten, oder er liess sich umgekehrt durch den vorgetrage- 
nen Stoff zu eigenen, tiefsinnigen Forschungen anregen und gab dann 
neue, oft von gestern auf heut gefundene Resultate und Beweise. Man 
wäre geneigt, seine Vorlesungen „esoterische'* zu nennen. So erklärt 
sich das Anwachsen des Materials bei wiederholten Behandlungen; so 
das ausführliche Eingehen auf einige Theile des Stoffes gegenüber der 
kurzen Besprechung anderer Theile; so die vielfachen Umwälzungen 
imd Abänderungen von einem Vorlesungscursus zum andern. So erklärt 
sich aber auch die ausserordentliche Anregung, die* von seinen stets 
lebensvollen Vorträgen und von seinen weittragenden Bemerkungen 
ausging. 

Und endlich erklären sich so auch die Schwierigkeiten, welche in 
der Fixirung dieser, in beständigem Flusse befindlichen Vorlesungen 
lagen, deren Weiterentwickelung nur der Tod des unermüdlichen 
Forschers hemmen konnte. 

Es war bei der Herausgabe nicht möglich, einen bestimmten 
Cursus — etwa den letzten — als unbedingt massgebend zu Grimde zu 
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legen, sondern es musste auf die übrigen zurückgegriflFen, und ihnen 
mussten mancherlei Aeusserungen und Qedankenfolgen entnommen 
werden. Dies durfte natürlich nur auf Grund sorgfältiger Ueberlegimg 
geschehen, und mein Hauptbestreben bei jeder nothwendigen Aenderung 
war es, die Vorlesungen möglichst charakteristisch zu gestalten, und 
möglichst viel von der Eigenart der Kronecker'schen Vortragsweise zu 
wahren. Ich bin mir wohl bewusst, dass der Werth meiner Arbeit 
daran abzumessen sein wird, wie weit mir diese schwierige und schöne 
Aufgabe gelungen ist. Von irgend welchen auf die Sache oder auf 
die Literatur bezüglichen Zusätzen habe ich völlig Abstand ge- 
nommen. 

Alle Notizen, welche die Herausgabe betreflFen, sind in den An- 
merkungen am Ende des Buches zusammengestellt worden. 

Qiessen, im October 1893. 

Eugen NettOy 
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Erste Vorlesung- 
Zwei Definitionen des Integrals. — Eistorische Bemerkungen. — Beliebige Theilung 
des Int^rvalles. — Grenzbegriff. — Stetigkeit. — Bedingung für die Convergenz 
der Summen. — Differentiation des Integrals. — Grundregeln. — Beispiele. 

§ 1. 

Euler beginnt seine im Jahre 1768 erschienene Integralrechnung 
mit folgender Definition: „Calculus integralis est methodus, ex data 
,,differentialium relatione inveniendi relationem ipsarum quantitatum: et 
„operatio, qua hoc praestatur, integratio vocari solet." 

Wir wollen zunächst auf diese Definition zurückgehen und uns 
also die Aufgabe stellen: wenn eine Function f{x) gegeben ist, eine 

Function F{x) so zu bestimmen, dass , = f{pc) wird; weiter: wenn 

eine Function f{x, y) gegeben ist, F(Xj y) so zu bestimmen, dass der 

Bedingung — i ^^ = /^(^> V) g®^ö&^ wird, u. s. f. bis auf n Variable. 

In diesen Vorlesungen sollen nur die hier gegebenen speciellen DiflFe- 
rentialgleichungen sowie die Probleme, welche dadurch gekennzeichnet 
sind, behandelt werden. Die Anwendungen dieses Theils der Analysis 
auf Algebra, 2^hlentheorie und Geometrie sind namentlich durch Gauss, 
Dirichlet und Cauchy sehr umfassende geworden. 

Dirichlet hat die Vorlesungen über diesen Zweig der Analysis 
im Jahre 1642 in Berlin eingeführt, und er hat ihnen den Titel: 
„Theorie der bestimmten Integrale" gegeben. Wir haben, an Euler 
anknüpfend, es vorgezogen, unsere Vorlesungen als „Theorie der ein- 
fachen und mehrfachen Integrale" zu bezeichnen. Der Name „bestimmtes 
Integral" erweckt den Anschein, als ob die Grenzen wirklich immer 
bestimmte Grössen sein müssten, was doch bei sogenannten bestimmten 
Integralen wie 
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I f(x)dx y I f{x)dx 



gewiss nicht der Fall ist. Diese Unbestimmtheit der Grenzen bedeutet 
gerade den Fortschritt von der Praxis zur Theorie, genau wie das 

Kronecker, Integrale. 1 
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Rechnen mit Buchstaben an Stelle von Zahlen. Es ist ganz gleich- 
gültig, ob die Grenzen bestimmt sind oder nicht; das Bestimmt-Sein 
ist nicht das Entscheidende, und deshalb haben wir das Wort weg- 
gelassen. Femer soll der Titel anzeigen, dass wir uns nicht mit be- 
liebigen DiflFerential-Qleichungen beschäftigen wollen, dei*en Behandlung 
ebenfalls imter die von Euler gegebene Definition fallen würde. 

• § 2. 

Denken wir uns die Function f{x) gegeben, so lautet die Be- 
dingungsgleichung för die zu bestimmende Function F{x) ausführlich 
geschrieben folgendermassen: 

(1) hm -^--"jT = fix) . 

Hierbei ist eine wesentliche Voraussetzung die, dass f(x) eine ein- 
deutige Function sei. Geht man auf die Bedeutung des limes ein, 
so besagt (1): „in 

(2) m^±K^F^ _ ^(^^ ^ ^(^^ ^) 

„soll ^i{Xy h) mit h zugleich nach Null convergiren." 

Die letzte Gleichung führt uns sofort auf eine Art algebraischer 
Lösung imseres Problems. Denn gilt sie in einem gewissen Intervall 
reeller Werthe für x, etwa von Xq bis a;, setzen wir dann: 



X— Xq 



(3) X — Xq = nh also h = 

und geben dem x in (2) der Reihe nach die Werthe 

Xq, Xq + h, Xq + 2h, Xq + (n — 1)A, 

so entsteht: 

F{x,-\-h) - F(x,) = hf(x,) + hq>(Xo, h) , 

F{x,+2h)-F{x,-{-h) =^hf(x,+h) ^hg>(x,-{'h,h), 

F(x,+3h)-Fix,+2h) =hf(x, + 2h) +h<pix,+2h,h), 

F(x,-{-nh)-Fix,-\-{n-l)h)=hf(x„+(n-m+H(^o + (n-l)h,h), 
und man erhält durch Addition wegen (3): 

n—l n— 1 

(4) Fix)-F{x,) = "-^2f{xo + x^) + ^"-2'«'(^o + «^ , ^) 

Wir setzen weiter voraus, dass in dem Bereiche vouti^o bis x der 
Werth von h so klein angenommen werden kann, dass jedes (p[x\ h) 
für Xq^x <ix unterhalb einer vorgeschriebenen kleinen Grösse t bleibt. 



Man sagt, wenn dies eintritt, „der Differenzea-Quotient nähert sidi in 
„dem Intervalle dem Differential- Quotienten gleichmässig". Dann geht 
(4) Ober in 

(4*) f(i)-J?(«.)_E^_2'/-(i.+«^)+(ä:-a:,)» (0^.<1). 

Hier sei ein fQr alle Mal bemerkt, dass wir bei Summen den Summa- 
tionsbuchstaben nicht besonders hinschreiben, wenn derselbe ohne 
weiteres ersichtlich ist. Läast man jetzt in (4*) den Wert von n mehr 
und mehr wachsen, so ei^iebt sich das Resultat: 



-FW - HO - U- -=-2f{':. + « '^) ■ 



P) 



Es ist also tmter den gemachten Voraussetzungen F(x) als Grenzwerth 
einer Summe bestimmt worden. 



Der Begriff des Integrals als einer Summe ist der historisch ur- 
sprüngliche; er findet sich der Sache nach schon in den Büchern des 
Archimedes. Dieser Mathematiker zerlegt eine, von einet Curve ein- 
geschlossene Fläche zum Zwecke ihrer Quadratur in eine Anzahl gleicher 
oder ungleicher trapezartiger Figuren, betrachtet den Gesammtinhalt der- 
selben und verfolgt diese Grösse, wenn die Anzahl durch wiederholte 
Theilung wächst bei gleichzeitig abnehmender Dimeosion der Grund- 
linien der einzelnen trapezartigen Theile. Sobald dannDescartes Curren 
durch Gleichungen darzustellen lehrte, war aus der Flächenberechnung 
des Archimedes die Berechnung von Integralen geworden. 

Bei genauer Betrachtung erweist sich der Archimedisch^ Gedanken- 
gang als äusserst merkwürdig. Um den Flüchetiinhalt ABCD zu finden, 
theilt man AD in kleine Theile, 
deren einer £F sei, sucht dann eine 
Ordinate JK der Art, dass EGBF 
= EF ■ JK wird, und bildet nun 
die Summe aus allen EF-JE. Man 
nimmt also das Problem für ein 
kleines Stück EGHF bereits als 
gelöst an. Was ist aber für den 
Mathematiker „gross" oder „klein"? 

Es ist überraschend, dass man in den Naturwissenschaften so oft das 
„Kleine" gern in den Kauf nimmt, vfemi man sich das „Grosse" damit 
erklären zu können glaubt. Das erinnert an das Goethe'sche Wort: 
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„Du kannst im Grossen nichts verrichten 
„Und fängst es nun im Kleinen an." 

So meint man, die Massenattraction begreiflicher zu machen, wenn 
man einen Attractionsäther annimmt und die Kraft nun von Theilchen 
zu Theilchen wirken lässt; so „erklärt" die Darwin'sche Theorie die 
grossen Abweichungen,- welche bei den Individuen einer Gattung orga- 
nischer Wesen auftreten, indem sie lehrt, wie dieselben aus kleinen 
Aenderungen hervorgehen. 

Da es aber bei der praktischen Anwendung der Mathematik stets 
nur darauf ankommt, von einer Zahl zu wissen, dass sie innerhalb 
eines bestimmten Intervalles liegt, dessen Grösse von der zu verlangenden 
Genauigkeit abhängt, so wird uns auch die dargelegte Methode, wie 
wir sehen werden, in brauchbarer Weise zur Integralfunction verhelfen. 

Nach der Methode der Summation, die das Integral liefert, nannte 
es Leibnitz „functio summatoria" und führte zur Bezeichnung der- 
selben das Summenzeichen J ein. Bei Leibnitz kann man die Er- 
findimg der Integralrechnung formlich in ihren einzelnen Stadien ver- 
folgen; die Grösse ä, das Stück ISiF der Grundlinie, wird bei ihm von 
Jahr zu Jahr kleiner. 

Erst Johann Bernoulli legte den Hauptnachdruck auf die Ope- 
ration des Zurückgehens von einem gegebenen Differentialquotienten 
auf die ursprüngliche Function mid nannte diese daher „integrale", 
von „integer" das „Ursprüngliche". 

Der Sache nach gehört die Integralrechnung eigentlich vor die 
Differentialrechnung; nur bietet sie grössere Schwierigkeiten als diese, 
und daher setzt man die Kenntniss der Differentialrechnung lieber voraus. 

Dirichlet beginnt seine Vorlesimgen mit der Definition des Inte- 
grals als Grenzwerth einer Summe, wie wir sie in (5) gegeben haben. 
Bei Riemann tritt eine scheinbar noch weitere Definition auf, indem 
die Theile, in welche die Strecke {x — x^ zerlegt wird, nicht mehr als 
gleich vorausgesetzt werden. Uebrigens war Riemann nicht der erste, 
welcher solche Theilimgen benutzte; sie finden sich schon bei Gauss 
in der Abhandlung über mechanische Quadratur. 

Wir wollen diese Art der Definition jetzt besprechen und uns 
dabei der geometrischen Repräsentation bedienen. 

§4. 

Bezieht man die Gleichung y = f{x) auf ein rechtwinkliges Coordi- 
natensystem der x, y und theilt die Abscissen-Axe von' Xq bis x = a-a« 
in n Theile Xix . . • ^2x4-2; (^ = 0? 1 , 2, . . . n — 1), so werden durch 
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die a;-Axe, durch die in den (w + 1) Theilpunkten errichteten Ordinaten 
und durch die Curve y = f{x) als Begrenzungen, n trapezartige Flächen- 
stücke bestimmt. Nimmt man femer an, dass in den Intervallen 
zwischen Xq und x^'t x^ und x^] x^ und x^'^ ... Werthe x^\ x^'^ a?5; . . . 
von solcher Beschaffenheit bestehen, dass ( — iCix + ^2x + 2)/*(^ix4-i) 
gleich dem Inhalte des über der Strecke {x^n . , » Xtx-\'%) stehenden 
Flächenstückes ist, dann wird der gesammte Inhalt der n Stücke, d. h. 
der Inhalt des Stückes, welches von der a;-Axe, der Curve y =.^- f{x) 
imd den beiden in x^ und Xin. errichteten Ordinaten begrenzt ist, durch 

w— 1 

(6) ^ (— XtH + ^2x + 8)/*(^^x + l) 



genau dargestellt. Das Gleiche findet auch noch statt, wenn man 
n = oo werden und dabei die Abscissen- Abschnitte nach der Null hin 
abnehmen lässt. Der Werth der Fläche ist dann 

11— 1 

lim ^ (— Xix + Xir. + ^fipctu + 1) . 

n = oo ^ 

Nun sind hier freilich die Zwischenwerthe Xtx-\-i sämmtlich unbekannt; 
aber es lässt sich nachweisen, dass unter der Voraussetzung der Stetig- 
keit der Fimction /(a:), deren Eindeutigkeit wir schon vorausgesetzt 
haben, irgend zwei Summen 

n — 1 w — 1 

(7) ^ (— i^2x + ^2x + i)f{^in + l) , ^{— Xi^ + X^n^ i) fQx>ix + l) ; 



in denen n^ix-f i; ^ix + i beliebige Werthe des Intervalles (Xix . . . ^2x4-2) 
bedeuten, gegen einander convergiren. 

Bei stetigem f(x) giebt es in jedem Intervalle Werthe 6J^ ^ ^ , ^2x4-1? 
für welche die Beziehmigen gelten: 

/•(iL+i)</'(^;,+,)</'(5ix+,), 

wenn wir nun die „Maximalschwankung" innerhalb des Intervalles 
{X2ic. . . Xtx+i)} nämlich: 

setzen, so folgt: 

2 (- ^»« + *«x+«)/"(5S«+l) <2i— «»X + «»x+»)^(«»x+l) 
> 

/»— 1 



< ^, ( ^2x + a?2x4-2)/'(S2x-f 1), 
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n— 1 w— 1 



^, ( Xix + a?2x + 2)[/(62x + l) ~" ^x] < ^ (— i»2x + a^x + 2)/*(a?ix+l) 



u 

n — 1 



^^(— ^2x + 0:2x4-2) /(Ssx + l)? 


und also: 

n— 1 

^, ( — a^x + a;2x+2)/'(a?2x+i) 


n~l n—l 

= ^, ( a;2x + ^2x + 2)/'(62x + l) *'^ ( ^2« + ^2'« + «)^» 



Aehnlich folgt für die zweite Theilung: 

^, ( — a?2x + ^2x-hi)f(Xix-^i) 

» — 1 n—l 

=^ (— (X)ix + ^2x + 2) /*(§2x + l) — *"^ (— ^2x + X2^-\-2)ffx 


Durch Subtraction der letzten von der vorletzten Gleichung ergiebt sich: 

w— 1 n—l 



(— l^f <1). 

Rechts steht die Summe aus je einem der aufeinanderfolgenden Ab- 
scissentheile multiplicirt mit der grössten Schwankung der auf dieser 
Strecke vorhandenen Ordinatenwerthe. Bei stetigem f(x) wird diese für 
n=^oo^ d.h. bei fortgesetzter Verengerung der Intervalle ( — Xiy.-]-X2x-\^,2) 
beliebig klein. Beachtet man, dass damit auch das Maximum der 
0x unendlich klein wird, und dass die obige Summe kleiner ist als 
( — x^ -]- X2„)0f so folgt, dass die rechte Seite in (7*) bei stetigem 
f(x) beliebig klein gemacht werden kann, und dass also irgend zwei 
Summen (7) bei hinreichend kleinen Intervallen sich von einander um 
weniger als eine beliebig kleine gegebene Grösse unterscheiden; d. h. 
„die Summen (7) convergiren gegen einander'*. 

Wir können die Bedeutung der Summen (7) noch erweitern. Jedem 
Intervalle (Xix - . . x^yj^i) ordnen wir ein anderes (£2x • . . S2X+2) zu, welches 
das erste umfasst, mit ihm gleichzeitig imendlich klein wird, sonst aber 
willkürlich gewählt werden kann, so dass z. B. die neuen Intervalle 
(fex . . • £2x4-2), (f2x-f-2 . . . S2X4-4), . . . übereinander greifen dürfen. Für 



Beliebige Theilimg des IntervalleB. 7 

diese neuen Intervalle seien jetzt die Grössen IJ^ . j, I2X4-1? ^x S^^^^ 
so definirt^ wie früher fiir die alten. Dann bleiben, auch wenn rrix+i; 
Xix+i in den neuen, weiteren Intervallen angenommen werden, alle 
Schlüsse bestehen, und die Formel (7*) gilt in der erweiterten Bedeutung. 

Diese Auffassung von (7*) zeigt, dass selbst bei verschiedenen 
Theilungsgesetzen alle Summen Z'( — a^^x + ^2x4.2)/^(^2x-f-i) gegen ein- 
ander convergiren. In der That, wenn zwei Theilungen mit den zu- 
gehörigen Ordinaten gegeben sind, so kann man zunächst sämmtliche 
in beiden Theilimgen auftretenden Theilpunkte einer dritten imd einer 
vierten neuen Theilung zu Grunde legA. Diese beiden neuen Theilungen 
lassen sich aber sofort mit den beiden alten identisch machen. Dazu 
reicht es aus, allen denjenigen Intervallen der dritten (vierten) Theilung, 
welche aus einem einzigen Intervalle der ersten (zweiten) Theilung ent- 
standen sind, gerade die Ordinate zu geben, welche jenem einen Inter- 
valle der ersten (zweiten) Theilung angehörte. Nun stimmen die beiden 
neuen Summen mit den beiden alten ihren Werthen nach überein; wegen 
der Wahl der x^^-^i stehen sie unter der erweiterten Form (7); es 
gilt also, wie bewiesen werden sollte, auch hier (7*). 

Danach ist ersichtlich, dass die speciellere § 2, (5) gegebene De- 
finition vollkommen ausreicht. Femer ist es klar, dass, wenn die 
Summe (6) einen bestimmten Grenzwerth hat, welcher dem Inhalte des 
betrachteten Flächenstückes gleich ist, alle Summen 

^, ( ^2x + ^2x4-2) /*(a?2'x + l) 

nach demselben Inhalte zu convergiren. 

§5. 

Zu allen den bisherigen Entwickelungen ist zu bemerken, dass 
die unserer Auffassung zu Grunde liegende Annahme, der Inhalt einer 
Fläche lasse sich genau durch Zahlen aus werthen, durchaus nicht frei 
von Bedenken ist. Nur wenn wir von vornherein eine Function F(x) 
kennen, deren Ableitung gleich der vorgelegten Function f(a:) ist, 
können wir die Existenz eines solchen Grenzwerthes behaupten. Die 
geometrische Anschauung darf uns nicht dazu verleiten, diese Existenz 
als selbstverständlich anzusehen. Kennen wir eine Function F{x) nicht, 
so führt (()) lediglich auf gegen einander convergirende Keihen von 
Zahlen werthen, und mit diesen allein dürfen wir rechnen. 

Es ist ferner zu beachten, dass bei imseren bisherigen Schlüssen 
mit grössten und kleinsten Functionswerthen imierhalb der einzelnen 
Intervalle operirt worden ist. Es fragt sich also, ob die Existenz solcher 
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Maxima und Minima ohne Weiteres feststeht. Das ist nicht der Fall. 
Ja^ es lässt sich im Gegentheil zeigen^ dass bei manchen Functionen 
f{x) die Operation (6) auf Reihen von Zahlenwerthen führt, die gegen 
einander convergiren, während die Existenz der Maxima und Minima 
sich nicht beweisen lässt. Im Allgemeinen kann man die Maxima und 
Minima nur finden, wenn die Fimction sich diflFerentiiren lässt; ist 
dies nicht der Fall, wie in dem von Riemann gegebenen Beispiele 
der stetigen Function 



n 



lim 



''Cl sinx*a; 



1 
dann dürfen wir auch nicht mit ihnen operiren. 

§6. 

Der schärferen und allgemeineren Fassung des bisher Gegebenen 
seien einige ausführlichere Erläuterungen bezüglich des GrenzbegriflFes 
vorausgeschickt. 

^(w) heisse eine Function der positiven Zahl m, wenn ein be- 
stimmtes Rechnungsverfahren festgestellt ist, mittels dessen für jede 
Zahl 1, 2, 3, . . . w, . . . der Werth von ^(/w) gefunden werden kann. 
Es besitzt dann die Gleichung 

lim tlf{m) = 



m- 



folgende Bedeutung: „Wird eine beliebig kleine positive Zahl r ge- 
„geben, so ist es möglich, eine Zahl M so gross zu wählen, dass für 
,jjeden Werth von w, der ^ Jlf ist, | ^(m) \ < r wird." Dabei bedeuten 
die Verticalstriche, wie immer im Folgenden, nach dem Vorgange des 
Herrn Weierstrass, dass der absolute Werth der eingeschlossenen 
Grösse zu nehmen ist. 

Da sich jeder andere Grenzwerth auf Null zurückführen lässt, so 
kann man bei jeder Grenze die hier gegebene Erklärung zu Grunde 
legen. So z. B. erhält man bei 

um m sm = vjr, 



wenn mau 



m sm vx = ^(m) 



m 

setzt, 

lim th(m) = lim (m sin — — vti) = lim w sin — — vx = , 



1/1=3 30 m = 30 f7i=saD 
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Es braucht wohl kaum erwähnt zu werden, dass unsere Definition 

der Grenze keineswegs ein beständiges Abnehmen, der Function mit 

wachsendem m voraussetzt. So ist 

T sin mo; ^n 
lim = , 

obwohl die Function bei wachsendem m auch zunehmen kann. 

Die Zurückföhrung der Grenzwerthe auf geschieht deshalb, um 
anzuzeigen, dass wir keine neuen BegriflFe einführen wollen. Durch 
den Limes soll keine neue Grösse definirt werden; wir gebrauchen 
ihn nur, wenn er gleich einer bekannten Grösse ist. — 

Hat man in Bezug auf zwei Ghrössen zur Grenze überzugehen, dann 
stellt sich die Sache nicht so einfach. Soll 

(8) lim lim ^(r, s) = 



«Bsoo ras« 



sein, so heisst dies, „wenn 

(9) lim ^(r, s) = W(s) 



r=3» 



„gesetzt wird, dann wird 

(10) lim lP"(s) = 0^ 



«=sQO 



Bei solchen successiven Grenzübergängen ist die Reihenfolge nicht 
gleichgiltig. Denn es wird z. B. 

lim lim — = , 

r ' 



$sss<0 rssOD 

8 



da lim - = ist, also ^(s) das s nicht mehr enthält, so dass auch 
lim W(s) = sein muss. Hingegen wird 



«=00 



lim lim — = cx) 

r=3Q0 «=300 ' 

werden. Denn die innere Operation führt unabhängig von dem Werthe 
von r über alle Grenzen hinaus, so dass die Durchführung der äusseren 
Operation keine Aenderung im Resultate bewirken kann. 
Aehnlich ergiebt sich: 

i;«. K^ CC8 + ßr (J , ,. ,. 0C8+ ßr a 

lim um r— i = * 1 Ami Aini r-^ = — * 

«=« r=3x YS + 9r a ' ^_^ ,_„ Y8 + Sr y 

Ein drittes Beispiel liefert uns die Reihe 

■N 



|. >?7 2 sm(2x + l)v« . /a ^ ^ i\ 

hm > ._.' jTiY — = 1 (0 < t; < 1) . 
Differentiirt man sie direct, so wird, wegen ihres constanten Werthes 
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lim lim ^ ^Bin(2x + l)..--2Bin(2x + lK^ ^0 ^ 

werden; wemi man jedoch gliedweise differentiirt mid dann erst sum- 
mirt, so folgt: 

lim lim ^ 2 cos(2x + l)v^ • 

Diese Summe lässt sich leicht mit Hülfe von 

2 sin 29) • cos(2x + l)^ = sin(2x + 8)9 — sin (2x — 1)^, 

N 

2^2 sin 29) . cos (2x + l)q> = sin(2iV'+ 3)q> + sin (2N+l)(p 
• 

in die Form 

bringen; das ist aber eine schwankende Grösse, die z. B. für Vq = -^ 

abwechselnd zweimal die Werthe + )/2 und — )/2 annimmt, wenn N 
ganzzahlig wächst. Man sieht also, wie verschieden die Grenz werthe 
sich gestalten können. — 
Schon bei 

lim lim — = cx) 
r 

stellte sich eine Schwierigkeit heraus, die darin bestand, dass der Ueber- 
gang zur inneren Grenze nicht durchgeführt werden konnte, weil eine 
solche nicht besteht. In diesem und in ähnlichen Fällen kann man 
durch Benutzung einer anderen Methode zum Ziele gelangen. 
Soll die Gleichung 

(8) lim lim ilj(r, 5) = 



t> r=ao 



stattfinden, so kann man auch s zuerst beliebig gross annehmen, etwa 
gleich Nj damit (8) gelte, muss es dann für r eine Grenze M der Art 
geben, dass für jedes r > -Bf 

I ^(r, N)' <r 

wird, wenn r eine beliebig kleine gegebene Grösse ist. Dies stimmt 
mit der ersten Definition überein, falls (0), (10) bestehen, wie leicht 
zu erkennen ist. Denn man wählt dann auf Grund von (10) zunächst 
N so grofs, dass 

wird, und darauf kann man wegen (9) M so bestimmen, dass für 
jedes r>M auch 



lim lim — ==: oo , 
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ist. Die Vereinigung der letzten beiden Ungleichungen liefert nun 

\tp(r,N)\<t. 

Was hier für die Grenzen r == cx), s = oo und den Werth der 
rechten Seite durchgeführt ist; gilt offenbar in allen anderen Fällen 
mit einfachen Modificationen. 

So findet man 

lim lim — «= 0, 

wenn man zuerst r beliebig klein = q wählt und dann 6 so annimmt, 
dass ö <Cqt ist. Für jedes s ^6 wird 

8 8 ^ 

r Q 

Dagegen zeigt sich der andere Grenzwerth 

8 

indem man zuerst s beliebig klein = ö wählt und dann q so annimmt, 
dass p < tfr bleibt. Für jedes r <^q wird 

8 öl 

r r t 

Es wächst also — hier über alle Grenzen hinaus. 

r 

§ 7- 

Damit wir nicht gezwungen sind, spätere Entwickelungen wieder 
zu unterbrechen, schalten wir gleich hier noch einige Erörterungen 
über den Begriff der Stetigkeit ein. 

Dieser Begriff ist kein ursprünglich arithmetischer, sondern er ist 
aus den Ajiwendungen der Analysis auf die Geometrie und Physik ent- 
nommen. Seine geometrische und physikalische Bedeutung ist aber sehr 
dunkel. Eine Curve ist weder, wie man sie zeichnet, noch wie man 
sie denkt, eigentlich continuirlich; man kann immer nur einzelne be- 
stimmte Punkte — körperlich wie geistig — ins Auge fassen. Und 
in der Natur scheint einerseits freilich jede Femwirkung unfassbar, 
andererseits aber lässt sich ohne Annahme irgend welcher Unstetigkeit 
in der llaumerfüllung überhaupt keine Ortsveränderung im Räume, 
d. h. Bewegung, denken. 

In der Analysis handelt es sich immer nur um die Stetigkeit von 
Functionen. Dabei spielte aber lange Zeit hindurch die geometrische 
Auffassung der Stetigkeit eine Kolle. So kommt bei Gauss der 
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Begriff Stetigkeit einer Function y von x nur in folgendem Sinne vor: 
„Geht X von x^^ bis x^ , und nimmt y für diese beiden Werthe der 
„Variablen die Werthe y^ und y^ an, dann giebt es zwischen x^, rc, jedes- 
„mal ein a;', für welches diß Function den zwischen y^ und yj beliebig 
„gewählten Werth y' erhält/' Es ist dabei an eine Curve gedacht, welche 
die beiden Punkte {Xq, y^) und (x^, y^) mit einander verbindet und in 
ihrem ununterbrochenen Laufe den Verlauf der Functionswerthe darstellt. 
Statt dieser geometrischen Veranschaulichung wählen wir eine rein 
analytische Definition: ,ff(x) heisst bei einem bestimmten Werthe x 
„stetig, wenn ein von Null verschiedener, beliebig kleiner, aber end- 
„licher Werth von h bestimmt werden kann, für welchen die Un- 
„gleichung gut: 

\f(x-^h-s)— fix) I < T 

„WO T eine beliebig kleine, gegebene Grösse bedeutet/' 

Wir benutzen femer die folgenden Begriffe und Definitionen: 
„Eine Function f{x) heisst in einem Intervalle gleichmässig 
„stetig, wenn nach Annahme des r ein und dasselbe endliche h die obige 
„Bedingung für jedes x des Intervalles erfüllt." 

„Eine Function heisst in einem Intervalle im Allgemeinen gleich- 
„mässig stetig, wenn die Gesammtgrösse aller Intervalle, in denen die 
„Bedingung gleichmässiger Stetigkeit nicht erfüllt ist, sich mit t gleich- 
„zeitig der Null nähert, also kleiner wird, als eine vorgegebene, beliebig 
„kleine Grösse." Der Ausdruck „gleichmässig stetig" ist zwar nicht 
glücklich gewählt, weil eigentlich nur y = aa; + 6 gleichmässig stetig 
ist, doch wollen wir ihn als eingebürgert beibehalten. 

§8. 

Wir kehren jetzt zur Betrachtung der Integrale zurück und fassen 
zunächst die Ergebnisse der ersten Paragraphen kurz zusammen. 

Wir sahen, dass, „wenn die Function f{x) in dem Bereiche von 
„a^o bis x%n^==^ ^ eindeutig und stetig ist, oder wenn sich in diesem Inter- 
„valle der Differenzen-Quotient dem Differential-Quotienten gleichmässig 
„nähert, dann alle Summen 

n—l 

(7) ^{—^^ + X^n^i)f{x^n^i) 



„und insbesondere die Summe 

(5) . 2 -^ K-« + " -^") 

« 
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^it wachsendem n und abnehmender Grösse der Litervalle {x2x'"X2x-\-2) 
„gegen einander convergiren." Giebt es femer eine Function F{x)j 

deren Ableitung . = F'{x) gleich der gegebenen Function f(x) ist, 

dann wird 

n — 1 n 

= F{x) - Fix,) . 

Für die linke Seite von (9) schreiben wir in der jetzt üblichen, 
von Fourier zuerst benutzten Bezeichnung: 



X 

jf(x)dx, 



so dass wir erhalten: 



X 

(9*) Jf{x)dx = Fix) - Fix,) . 

Xo 

Aus § 4 ergiebt sich, dass die notwendige und hinreichende Be- 
dingung für das Convergiren aller Summen (7) gegen einander durch 



lim ^ ( — Xix + X2x-\-i)px = 



n = oo Q 



gegeben ist. So wurde sie von Riemann aufgestellt. Aber dieser Satz 
ist im Grunde nur eine Identität; damit lässt sich nichts anfangen; 
wie überhaupt die Erkenntniss nur fortschreiten kann, wenn man mehr 
voraussetzt, als nöthig ist. Wir wolleu eine nur hinreichende, aber 
inhaltsreichere und leichter festzustellende Bedingung einführen. 

Diese soll so formulirt werden: „die Summen convergiren, falls 
„f{x) eindeutig, im Allgemeinen gleichmässig stetig ist, und falls sich 
„eine endliche Grösse M angeben lässt, unter welcher alle Functional- 
„werthe des Bereiches bleiben." 

Die Bestimmung einer solchen Grösse M ist mitunter auch dann 
möglich, wenn der Nachweis der Existenz von Werten |, |^ innerhalb 
(ar^x . . . a^x-f 2), für welche Maxima und Minima im Intervalle auf- 
treten, nicht möglich ist; so z. B. bei dem schon in § 5 angeführten 
Riemann 'sehen Beispiele: 



^/ s ^T ßin tn^x 
1 



Sind unsere Voraussetzungen erfüllt, dann nehmen wir eine be- 
liebig kleine Grösse r an und können darauf eine Grösse h so bestimmen, 
dass im Allgemeinen 
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I f{x + he) —fix) \<x (- 1 ^ r< 1) 

wird. Die Summe der einzelnen Bereiche, in denen diese Beziehung 
nicht gilt, werde durch T' bezeichnet; mit abnehmendem r nimmt 
auch r nach Null ab. Die Bereiche, in welchen die obige Beziehung 
gilt, theilen wir in Intervalle (^Täx •• ^2x4-2), deren Ausdehnung die 
Grösse h nicht übertrifft, und wählen in jedem Intervalle zwei beliebige 
Werthe ajix-fi, i^ix+ij dann ist 

— (— X2X + Xiyj^^^t < (— x^x + X2x-\.iW{xix + ^ — f{Xi^^^) 

< + {—Xtn + ^ix+2)^ 

und also für die über alle Intervalle dieser Bereiche erstreckte Summe 

— {x — Xq)x <2j {--^>c + Xiy.J^i){f{x^^^l) — f{oc^^^^)^ 

Für jedes einzelne Theilchen {x^^x - - '^iX-{-%) des Bereiches T ist 

— (— Xu + ^ii + 2) • 2M< (— OOtX + XiX^i){f{X2X+l) — f{x%x-ii-\)) 

< + (— xn + xu-{-%) ' 2Jlf , 

da ja jedes f(x) kleiner als M ist. Für die sämmtlichen Intervalle auf 
(Xq, . . x) erhält man, da XiX-i-2 — x^x < ä ist, durch Addition 

n — 1 

— (x — XQ)t — 2M'h ^ <2^ (— X2x + Xix-\-2)ifiX2x^i) — f(xi'^-\-i)) 

< + (x-x,)T+2M^h^ 



oder 

\^{—X2H + a;2x+2)(/'(^2x+i) — /'(a:ix+i)) < (x — Xq)t + 2MT\ 


Lässt man nun t und damit T' nach Null hin gehen, so folgt aus 
der letzten Ungleichung der zu beweisende Satz, nämlich dass alle 
Summen (7) unter den gemachten Voraussetzungen gegen einander 
convergiren. 

§9. 
Wir wollen jetzt abkürzend 

n 

^ (— a^x + Xfix^i)f(xix + i) = ®2''f(x)JX (X2n = X) 



schreiben und dann nachweisen, 

1) dass © auch wirklich das Integral der Function f{x) nach der 
Euler'schen Definition darstellt, d. h. dass 



^1 lim <B'Jyix)Jx = fix) (x,, = x) 



ist; und 



n=aao 
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2) dass das Integral des DifiTerential-Quotienten einer Function F{x) 
auch wirklich wieder die Function F{x) — F{x^ darstellt, d. h. dass 



lim ©:;- ^|> = F{x) - Fix,) (x,„ = X) 

wird. 

Dabei ist der Limes in Beziehung auf n immer so zu verstehen, 
dass die Anzahl der Theile wächst und die Ausdehnung der einzelnen 
Theile abnimmt. 

Wir wollen zuerst den Nachweis für die zweite Behauptung unter 
der Voraussetzung liefern, dass der Differenzen-Quotient von F(x) sich 
im ganzen Intervalle {xq . . . x) dem Differential-Quotienten gleichmässig 
nähert. Ich nehme zunächst eine beliebig kleine Grösse t„ an; dann 
kann ich das Intervall in Theile (a^gx . • • ^sx+s) von solcher Ausdehnung 
zerlegen, dass für einen jeden 

i ^(^2x+l + ^2x+l) - ^(^ix + i - ^ix + l) -^(^2x+2) - F{x^x) 



^xl^O 



I ^8x+l + ^2x+l ^2x-f2~^ax 

(0 < £, < 1) 

ist, wenn nur Xi^^i + *2x+i und a^jx-f i — ^ix+i innerhalb (Xix"-H02»+2) 
liegen. Multiplicire ich diese Gleichung nun mit (x2x-{-i — a^ix) und 
addire für alle x, so folgt 

/, (— a?2x + a;ax+2) lim —^ > . ;.. — ^^^ 

^ (r,d'=0 *2x+l+ *2x+l 

II __ 2 fi j 

ST'/ -^(^2x4-2) — ■^(^2x) ^7 / 

=^ (— ^ix + ^2x4-2) -^- ^ + ^0 >^ «x(^2x4-2 — Xtn) 

^^ '^2x4-2 ^2x I, 

oder 
^{-x,, + x,.^,) (!^ Jf )) = F{x) - Fix,) + ro6'(a^ - ^o) 

2x4-1 . 

(— 1 ^ «', «; ^ + 1) 

und folglicli 

lim <»• '2^ Jx = Fix) - Fix,) ; 

und das ist der zu beweisende Satz. Der Beweis beruht auf gehöriger 
Verkleinerung der einzelnen Theile ( — ar^x • • • iz^ix+a); während über 
d, d' keine besonderen Voraussetzungen getroffen wurden. — 

Die im ersten Satze ausgesprochene Behauptung können wir auch 
so forrauliren: „Der Differential-Quotient des Integrals nach der oberen 



16 Erste Vorlesung. 

„Grenze ist gleich dem Integranden." Ausführlich geschrieben lautet 
die Formel: 

lim lim -- ' ;i_L Tfi— ^ f(^) • 

Hier ist die zweite Summe durch ein anderes @ bezeichnet als die 
erste, um den Anschein zu vermeiden, als ob bei ihr dieselbe Eintheilung 
vorausgesetzt würde wie dort. Führen wir die Summen ein, so können 
wir die linke Seite auch folgendermassen schreiben: 

rm— 1 



lim lim jr^ 



^, (— ^2x + ^2x + 2)f(p0i^-{-l) 



L 
n'—l 





wobei rr2m = ^ + ^; X2n ^^ ^ — ^' gcsetzt werden muss. Wenn wir 
jetzt die Annahme machen, dass f(x) an der oberen Grenze stetig ist, 
dann können wir d, d' so wählen, dass die Functionalwerthe innerhalb 
(x — d' . . . a; + ^) sich von einander um weniger als ^r unterscheiden. 
Dabei ist r eine beliebig kleine, vorher gewählte Gröfse. Ist dies ge- 
schehen, dann können wir in der ersten Summe die Eintheilung von 
bis X — d' so wählen, dass die zugehörige Partialsumme sich von 
der zweiten Summe um weniger als eine beliebig kleine Grösse r^ 
imterscheidet. Hierzu reichen unsere Voraussetzungen aus § 8 hin. 
Endlich wählen wir dann xim—i = ^, und jetzt folgt, dass unser obiger 
Ausdruck sich von f(x) um weniger als 

^ [(« + nifi^) + io + To] - m =^^ + gfT 

unterscheidet.* Nehmen wir tQ = ^r(ö -]- d'), so ergiebt dies r. 

Damit ist auch der erste Satz bewiesen. Man bemerke aber wohl, 
dass man hier gleich anfangs über die Grössen d, d' verfügen musste 
und zwar, ehe man zur Festsetzung der Grösse der Intervalle schreiten 
konnte, während bei dem Beweise des zweiten Satzes d und d' nicht 
besonders berücksichtigt zu werden brauchten. In beiden Fällen haben 
wir einen doppelten Grenzübergang; das wird nicht immer genügend 
beachtet. Allerdings geht in der abgekürzten Schreibweise 



z 

lim <S'*'f(a;)^x = ff(x)dx 



der eine Limes unter; vorhanden ist er aber. In dieser Schreibweise 
lauten unsere Sätze: 
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d 
dx. 



jf{x)dx=f(x) 

Xo 

und 



ß 



»ff dx = F(x) - Fix,) . 



Durch den gelieferten Nachweis haben wir den früheren Euler' sehen 
Standpunkt mit den modernen Anschauungen vereinigt. Wir werden 
uns weder ausschliesslich der einen noch der andern Integral-Definition 
anschliessen, sondern wir behalten uns vor, beide je nach Bedürfniss 
zu benutzen, da hierdurch Schwierigkeiten vermieden werden können, 
die, wie wir bald sehen werden, sonst auftreten würden. 

Wir können endlich noch eine Darstellung des Integrals geben, 
die des Interesses nicht entbehrt. 

Jedes Glied 

unserer Summe © ist nämlich selbst wieder ein Integral 

*2x 

wenn f(xix^i) im Integrationsintervalle als constant angesehen wird. 
Definiren wir also eine Function /*i(^) der Art, dass sie zwischen X2x 
und X2x-^if die obere Grenze eingeschlossen, den Wert f(xijt+i) besitzt, 
dann erhält man 

„_1 •^2x + 2 
*2x 

Das links angegebene Integral besteht somit aus einer Summe von Inte- 
gralen, bei denen die Functionen unter den Integralzeichen längs der 
einzebien Teile des Integrationsintervalles constant sind; man erhält 
bei einer geometrischen Darstellung des Verlaufes der Functionswerthe 
statt der Curve eine gebrochene Linie, die abwechsebid der Abscissen- 
und der Ordinaten-Axe parallel läuft und bei beliebig weit fortgesetzter 
Theilung des Intervalls in immer mehr Punkten mit der durch y = fix) 
dargestellten Curve zusammenfällt. 

§ 10. 

Aus den angegebenen Sätzen folgt ohne Weiteres die Beantwortung 
der Frage, ob die Euler'sche Aufgabe mehr als eine Lösung zulässt. 
Man kann nämlich feststellen, wodurch sich zwei Functionen, deren 

Kronecker, Integrale. 2 
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Differentialquotienten einander gleich sind, von einander unterscheiden 
können. Soll sowohl 



sein, so ist 



und 



d[F(x) - <P(,x)\ ^ 
dx 

'2n 



rd[Fix)-^(x)] 

lim I - ,- =0 {002n = oc) . 

Der Ausdruck hinter dem Limes nähert sich nach § 9 der Grenze 

wenn sich der Differenzenquotient der Function F(x) — 0(x) im All- 
gemeinen gleichmässig dem Differentialquotienten derselben nähert. 
Dann ist also, wenn man x für x^n einsetzt, 

F(x) = 0ix)-^[F{x.,)-0(x,)-], 

d. h. die beiden Functionen unterscheiden sich nur durch eine Con- 
stante von einander. Unter der angegebenen Voraussetzung giebt es 
mithin im Wesentlichen nur eine Integralfunction. 

Auch die folgenden Fundamentalregeln der Integralrechnung er- 
geben sich leicht: 

I) Es ist 

b c c 

(10) / fix) dx + I fix) dx = / f{x) dx , 



aha 



vorausgesetzt, dass 

lim S>'j(x) Jx = F{b) — Fia) , 



n = x 



lim (Blf{x)Jx = F{c) — Fib) 



h 



gesetzt werden kann; denn in diesem Falle ergiebt sich die Identität 

F{h) — F{a) + F{c) — F{b) = F(c) — F{a) . 

U) Unter ähnlichen Voraussetzungen erhält man 

b b b 

(11) jq>'{x)dx +jil>\x)dx =J{fp\x) + ^\x))dx , 

a a a 

da die Integration wieder die Identität liefert: 
(9^(6) - 9)(«)) + (^(i) - tia)) = (<p(h) + v(6)) - (yC«) + ^(«)) . 
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ni) Die Richtigkeit der Gleichung 

b b 

(12) / cf{x)dx = cjf{x)dx 

a a 

ist nach unseren beiden Definitionen evident, wenn e constant ist. 
rV) Femer sieht man, dass 

b a 

(13) Jt''(x)dx ■■ JfQc)dx 



a 



ist; denn man erhält hierfür 

m - m = - (/■(«) - fQ>)) ■ 

V) Integrale kann man durch Einführung anderer Variabein bis- 
weilen vorteilhaft umgestalten. 
Führt man in 



ß 



'in 

9(y)dy = G(y2n) — G{y^, 

wo (r(y) die Integralfunction von g(j/) bedeutet, die neue Variable 

X durch 

q)(x) = y', (p{x,)=^yy 

ein, und ist hier y eindeutig durch x, und ebenso x eindeutig durch y 
bestimmt, dann wird nach der ersten Definition der Integrale 

•'an 

rechnet man links den Differentialquotienten aus und kehrt rechts zu 
y zurück, dann entsteht 

(14) Jff{(p (x)) q) ' {x) dx =j g (y) dy . 

Die Anwendung der zweiten Definition liefert, dasselbe Resultat. Denn 
es ist 

^{—yt* + yax-i-sj)5r(y,x+i) 
(14*) 

n — \ 

=2^(— 9>(^ix) + 9(^2x-|-2))fl'(9(^x+l)) • 


Hierin aber lassen wir 1/2x4-1 und damit iC2x+i vorläufig in den erlaubten 
Grenzen noch unbestimmt. Weil nun, wie aus der Difterentialrechnmig 
bekaimt ist, 

2* 
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gesetzt werden kann, wo 52x+i einen passenden Mittelwerth zwischen Xtx 
undrc2x+2 bedeutet, wenn q){x) innerhalb (a;^ . . . 0^2 n) gleichmässig stetig 
ist, so kann a^y-|-i = 52x-|-i gesetzt imd 1/2x4.1 = 9(^2x-|-i) daraus ein- 
deutig bestimmt werden. Hierdurch entsteht 
w— 1 n — 1 

^(--y2x + y2x-|-2)<y(y2x4-l)==^ (— ^2x + :r2x4-2)9'(^2x + l)^(g)(a;2x + l)), 


und dieses Resultat stimmt mit (14) überein. 

Insbesondere folgen aus unserer Fonnel die Gleichungen: 

b_ 

b c 

(15) / f(x)dx = 01 f(cx)dx, 

* a a 

c 

b-{-c 

(16) / f{x)dx =\f{x — c)dx . 



Jf{x)dx = ff 



In die Formel (14*) setzen wir statt g((p{pc)) ein rl>{x)'. 

(17) lim ^ (— 9)(a?2x) + 9(^2x+2))^(^2x + i) = / q>{x)ilf{x)dx . 

Hier unterscheidet sich die Summe links von der bei imserer zweiten 
Definition auftretenden dadurch, dass ( — 0:2 x + ^2x4-2) durch die Diffe- 
renz zweier Functionalwerthe ( — 9(a:2x) + 9(^2x4-2)) ersetzt ist; (17) 
liefert also eine Verallgemeinerung jener Definition. 

Endlich machen wir von der Transformation noch folgende, häufig 
zu benutzende Anwendung. 

Es sei f^ix) eine gerade imd f\{x) eine ungerade Fimction, d. h. 

h{—^) = ü{^)\ A(- ^) = — /i(^); 

führt man daim in 

4-a 4-a 

jf^(x)dx, jf,{x)dx 

— a 

statt x ein — - y, so folgt, wenn man statt y wieder x schreibt, 

4-a — « — « 

Jfo{x)dx =ju{—x)d{—x) == —Jf^(x)dx =Jf^(x)dx , 

00 — a 

4-« — « — a ■}"<• 

Jn{x)dx = //;(- x)d{-x) — \-Jn{x)dx — fn(x)dx 

— a 4-0 T-o — ^ 
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und man erhält also 

Jto{x)dx -= y yjf^{x)dx +Jf^(x)dxJ = \;jUx)dx ; 

— a —a 

und 4.a 

Jfi{x)dx = 0. 



— a 



VI) Von grossem praktischen Nutzen ist der Satz über partielle 
Integration; wir kömien ihn unmittelbar aus der bekannten DifFe- 
rentialformel 

d{(p(x)^(x)) = (p(x)dip(x) + tl;(x)dq)(a:) 
ableiten, indem wir sie zwischen den Grenzen a und b integriren: 

b b 

(18) Jip{x)clil>{x) = (q)(x)tix% —j il>{x)d(p{x) . 



a a 



Durch die Substitution 



X 

tl,'(x) = n^{x) ; t(x) =1 Uf{x)dx 



erhalten wir die neue Form: 



b X Ö X 

(19) fip{x)W{x)dx = {w{x) i W{x)dxj' — j (v>' (x)j ^Pix)dx\dx . 



a c a 



Denselben Satz leiten wir mittels der zweiten Definition her, indem 
wir in die von Abel stammende, noch häufig zu benutzende Identität 

»1 — 1 n — l 

^oh +^«x-l(6x — 6x-l) = — ^ («x — «x-l)&x + «n-l&«-l 
1 ' 1 

einsetzen: 

«X = (p(X2y^i), 6x = t(Xi^) 

imd die entstehenden beiden Summen gemäss (17) bei wachsendem n 
in Integrale übergehen lassen; dabei resultirt 

9>(^l)^(^..) + / (p{x)dt{x) = — / ll;(x)d(p(x)+ g>(X2n-l)t(X2n-2)' 

Hier kann man^ da die Theilpunkte beliebig nahe an einander gerückt 
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werden, statt x^ eintragen x^^, und statt x^n—i und X2n—i jedesmal a^^; 
so folgt denn: 

J (p{x)dtl>(x) = {(p(x)^(x))2'' —Jrl;(x)d(p{x) , 
und dies ist bis auf die Bezeichnung der Grenzen mit (18) identisch. 

§ 11. 

Wir wollen jetzt an einigen Beispielen zeigen, wie sich unser ® 
der Integralfunction nähert. 

1) Bei f(x) = x'* erhalten wir, falls — wie es gestattet ist — das 
Intervall (x^ , . . x) in gleiche Theile getheilt wird, die Summe 

"-^^«[V + (^o+^^) +(-0 + 2^7^) +- + (a:o+(n-l)^)] 

= (x- X,) V + (a; - a;o)^a;o (l - -^) + (a; — a;«)' ( {- — ~ + g^.) , 
und diese wird für n = oo zu 

{x — Xo)Xo' + ix — x^yx^ -I- i- (a: _ x^f = 1 (ar* — V) • 
Wir erhalten also durch Summatiou als Integral 

X 

j'xHx = F(x) - Fix,) = J- (x» - V) • 



Xo 



2) Bei /*(a:) = cos x ist zu bilden: 

+ cos(x, + 2 ?^) + . . . + cos (a:o + (n - 1)^^)] • 

Da aber die Summe 

cos a + cos (a -f v) -j- cos (a + 2i;) + • • • + cos (« + (n — l)f;) 

nv 

(« + ^- v) 



sin 



2 / . n — 1 

COS 

V 



sin - - 
2 



ist, so wird der obige Ausdruck zu 
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Hin " 



T X — Xq 2 / , n — 1 d5 — X(,\ 

2n" 



_ /Ä ^ ' X Xn 

*— * Sin " 



sm - - cos ' - = sin a: — sm x^^ , 
und wir bekommen in diesem Falle den Wertli 



X 

ß 



cos xdx = F(x) — F(Xq) = sin x — sin Xf^ . 

Hierbei sei erwähnt, dass die aus 

lim (g)(w) — ^(w)) = 

folgende Gleichung 

lim q>(n) = lim ^(w) , 



/i = 00 n = X 



falls (p{n) nicht schon gleich ^»(w) ist, von Paul du Bois-Reymond 
eine „infinitiire Gleichung" genannt wird; dieser Ausdruck bedeutet also, 
dass sich, wenn n hinreichend gross gewählt wird, (p(;n) und ^(n) um 
beliebig wenig von einander unterscheiden. 

;)) Es sei f(x) = — ; dann folgt aus der Eule raschen Definition: 



X 

L 

a 



= log ß — log « . 



Ist ^ = 1 , a = 0, SO stellt die Differenz rechts in 



1 



/ 



x == log 1 — l^g ^^ 





keinen angebbaren Werth dar. Die in den ersten Beispielen durch- 
geführte Methode, die Litegralfunction zu finden, können wir hier nicht 

mehr anwenden , da - für x = nicht mehr unter einer zwar be- 

' X 

liebig grossen, aber doch endlichen Grösse bleibt, also auch 

&, -- Jx 

'» X 

keinen angebbaren Werth besitzt. Nimmt man hier statt der unteren 
Grenze eine beliebig kleine Grösse d, so hat die Gleichung 

lim lim ® . Jx = lim (log 1 — log d) = — lim log d 

()=:Ü n = «) ^ d=0 ()=0 

Gültigkeit, und man erkennt, dass mit .. auch der negative Wert des 
Integrals über alle Grenzen wächst. 
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4) Bei /'(;/;) = - - hat man zunächst Eindeutigkeit herzustellen. 

Dies geschieht, indem man ein bestimmtes Vorzeichen der Quadratwurzel 
als geltend festsetzt, z. B. unter Verwendung der Weierstrass'schen 
Bezeichnung | "^x \ . 

Soll jetzt 

/_äx_ 

gebildet werden, so stellt sicli an der unteren Grenze dieselbe Schwierig- 
keit ein, wie im vorigen Beispiele. Wir bilden nun wieder wie oben 
den Grenzausdruck 

a 

lim l'-.^l' , =lim lim ©^r4V 
d=oJ I V'^ ■ t5=o /!=-» I K ^ I 

d 

= lim 2 { I }/a i - I )/d i } 

rf=o 



= 2 Ya 

Hier ist der Integral werth gleich dem Grenz wert he eines Summen- 
grenzwerthes. Wollte man nach der Dir ichle tischen Anschauung das 
Integral (wie es nach unseren Auseinandersetzungen nicht möglich ist) 
mit einem Flächeninhalte und daher mit einem Summengrenz werthe iden- 
tificiren, so wäre es überhaupt kein Integral zu nennen, sondern nur 
der Grenzwerth eines solchen. Riemann nennt in der That, indem er 
nur auf die Summen-Darstellung Rücksicht nimmt, dies Integral „ein 
uneigentliches". 

Wir knüpfen hieran noch zwei Bemerkungen: 

Der letztbehandelte Fall hat uns gezeigt, dass die Euler'sche 
Definition eine weitere Auffassung des IntegralbegriflPes liefert, als die 
neuere; und wie wir schon erwähnten, ist es von Nutzen, beide Defini- 
tionen neben einander beizubehalten, um die eine nöthigenfalls durcli 
die andere modificiren zu können. 

Ferner beachten wir, dass die durch einen unendlich grossen 
Functionalworth eingetretene Schwierigkeit, der wir oben begegneten, 
sich mitunter durcli Transformation des Integrals lieben lässt. Führen 
wir im letzten Beispiele eine neue Variable y durch 

y = \yx \ 

ein, dann erhalten wir sofort die Umformung in ein „eigentliches Integral", 
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Wollten wir dagegen im dritten Beispiele bei 



1 



1 
dx 

X 





ähnlich verfahren, indem wir 

nehmen, so würde nur eine Schwierigkeit durch eine andere ersetzt 
werden, indem die untere Grenze gleich — oo zu setzen wäre. 

Können wir ein „uneigentliches" Integral, wie es in 4) behandelt 
ist, durch Transformation in ein „eigentliches'' umformen, so legen wir 
ihm den Werth desselben bei. Umgekehrt kann jedes „uneigentliche 
Litegral", welches überhaupt einen Sinn hat, durch eine geeignete Trans- 
formation in ein „eigentliches Integral" imi gewandelt werden. 



Zweite Vorlesung. 

I)iffV;rentiation (Ich Integrals nach einem Paramct-er. — Doppel -Integral. — Inte- 
gration eineH Integrals. — Vertauschung der Integrations-Folge. — Fixirung des 
Integra tionsbereiches. — Transformation des Doppel-Integrals. — Berechnung des 

Wahrscheinlichkeits-Integrals. 

§ 1* 

Wir wollen jetzt das Integral 



w 



f f(xy u)dx 



unter der Voraussetzung, dass u, /;, w Fimctionen einer Variablen t 
seien, nach diesem f difFerentiiren. Aus der Erklärung des Differential- 
Quotienten als Grenzwerthes des Differenzen-Quotienten folgt: 

= lim jA — \ f{?Oj « + ^iu)(lx -f- / f{x, u + Ju)dx 



u> 

%0 



+ / if{^) u-{'Ju) — f(x, u))dx . 



Wenn nun f'(x, u) als Function von t in der Nähe des Werthes f, für 
welchen differentiirt wird, gleichmässig stetig ist, dann unterscheiden 
sich f(Xf u + z/w) und f(Xj ii) beliebig wenig von einander, und 

« — 

Ju Jt 

nähert sich somit dem Werte 

df{x^ u) du 
~~du ~ ' dt ' 

wenn ferner f(.v, ?/) zugleich als Function von x stetig ist, dann nähern 
sich die beiden ersten Integrale der letzten eckigen Klammer den Werthen 
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/dv • f(Vj w) und j$w • f{w, u)j und man erhält also unter den gemachten 
Voraussetzungen : 

p r 

Sind V und t«; von t unabhängig, dann vereinfacht sich die Formel zu 



10 w 



(1., i/«-. '•)'" -/*?r' ■ S-" ■ "- 



§2- 

Wenn wir die Integration eines Integrals nach einem Parameter 
vornehmen wollen, etwa 

Jdxjf{x,tJ)dy, 

so betreten wir damit das Gebiet der Doppel-Integrale. Wir wollen, 
einer äusseren Systematik zu Liebe, dem nicht ausweichen, sondern 
vielmehr die Methoden, welche der Theorie der Doppel-Integrale ent- 
stanmien, auch in der Theorie der einfachen Integrale verwerthen. 
Wir definiren: 



im ^2n 



/ \f{^,y)Axdy 
(2) i vT 

= lim lim ^ /'(^sx+i; yu+\){Xix+^ — ^2x)(y2;-|-2 — Vix) 

m=»co n = » xc=0...w— 1 
Jl=s0...n— 1 

oder auch, den Anschauungen der ersten Vorlesung gemäss, 

%m '2rt tfi — 1 2n 

J Jf(^y y)dxdy = lim ^ j fix^^^i, y)(^^x-|-2 — ^'ix)dy . 






Natürlich muss, damit diese Definitionen eine reale Unterlage besitzen, 
f(x, y) bestimmten Beschränkungen unterworfen werden. Erstens muss 
f(x, y) innerhalb des Integrationsgebietes, d. h. für alle Werthepaare 
X, y, für welche x^KxK X2,u] VoSV '^ y^^ ^^^? eindeutig bleiben; und 
zweitens müssen gewisse Stetigkeitsbedingungen erfüllt sein. Wir setzen 
voraus, die Function solle gleichmässig oder auch im Allgemeinen gleich- 
massig stetig sein. 



I 
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Unter der Stetigkeit bei zwei Variabeln verstehen ^ir hier Folgendes: 
,jf{Xj y) heilst bei dem Werthepaare x, y stetig, wenn ein von 

„Null verschiedener, beliebig kleiner, aber fester Werth von h besteht, 

„für welchen die Ungleichung gilt: 

\f{x + h^8,y-{-h'B)-f{x,y)\<x 

„wobei r eine beliebig kleine, endliche Grösse bedeutet/' 

„Eine Function f{x,y) heisst in einem Intervalle {x^'^X'^Xim'-t 
vVo^y'^y^") glöictmässig stetig, wenn nach Annahme des t ein 
„und dasselbe endliche h die obige Bedingung für jede Stelle Xy y des 
„Intervalles erfüllt." 

„Eine Fimction ({x^y) heisst in dem Intervalle im Allgemeinen 
„gleichmässig stetig, wenn die Gesammtfläche aller Stellen, welche 
„aus dem Gebiete ausgeschlossen werden müssen, um die Function im 
„Restbereiche zu einer gleichmässig stetigen zu machen, sich mit r 
„gleichzeitig der Null nähert." 

Für die Convergenz der Doppelsumme (2) ist es 'hinreichend, dass 
im Bereiche XQ<.x<X2nn y.^'^y "^yta die Function f(x,y) im All- 
gemeinen gleichmässig stetig sei, imd dass die Wei-the f(x, y) unterhalb 
einer angebbaren, endlichen Grenze M bleiben. Der Beweis hierfür 
läuft dem in § 8 der ersten Vorlesung gegebenen so vollkommen parallel, 
dass wir ihn hier übergehen können. Die Aufsuchung der nothwendigen 
und hinreichenden Bedingung würde zu der Einsicht führen, dass mit 
zunehmender Verkleinerung der einzelnen Intervalle 

{X2x . . . X2x-\-2] yH ' ' y2X-\-2) 

die Summe der Producte aus ( — X2x-{- X2x^2) { — y2A + ^2^4-2) und der 
Maximalschwankung der Function innerhalb des zugehörigen Rechtecks 
beliebig klein mufs gemacht werden können. Dies ist mit veränderten 
Worten die Riemann'sche Bedingimg auf zwei Variable übertragen. 
Wir haben uns bei den jetzigen Betrachtungen von der Forderung 
gleicher Theilintervalle emancipirt. Wir dürfen noch weiter gehen und 
auch von der Eintheilung in die Rechtecke mit den Seiten (xiy,.. :^2x-f 2), 
(j/2X ' ' ' y2X+2) absehen. Denn wir haben hier zwei Dimensionen zur 
Verfügung und können daher die Ändenmgen nicht nur an der Grösse 
sondern auch an der Gestalt der Theile vornehmen. Ja die Eintheilung 
braucht nicht einmal das ganze Gebiet zu erschöpfen; es reicht aus, 
dass die Summe der Producte aus allen ausgeschlossenen Stellen in die 
grössten zugehörigen Function alwerthe nach Null convergirt. 
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§ 3. 
Wir können nun die Integration 

Jdxjf(x,y)dy 

eines Integrals in Angriff nehmen. Es sei (p{Xy y) die Integralfunction 
von f{Xy y)dy luid ^(^j y) diejenige von q>(x, y)dx. Dann ist 

J dxjf(x\ y)dy =J [q>(x, y,) — (p(x, y^)]dx 

= ^{^n Vi)— ^K; Vi) — *(^i> !/o) + ^(^o; ^o) • 

Ist ähnlich ^(iP, y) die Integralfunction von f(x, y)dx und *P'(a;, y) 
diejenige von ^(a;, y)rff/, dann wird 

J rft/J /^(:z;, y)dx =J [tlf{x„ y) — tioc^y yy]dy 

Um diese beiden Resultate zu vergleichen, differentiiren wir sie nach 
Ä'i; dann ergiebt die erste Gleichung, nach § 9 von Vorlesung I 



J 



und die zweite, nach § 1 dieser Vorlesung 



Vo 



Aus der Gleichheit der linken folgt die der rechten Seiten, und also, 
wenn man sich x^ als variabel denkt, nach dem ersten Satze aus § 10 
der ersten Vorlesung, dass die beiden Ausdrücke 

*(^i; Vi) — ^(^o; Vi) — ^K; 2/o) + <^(^o; 2/o)> 

sich nur um eine Constante von einander unterscheiden können. Diese 
Constante muss hier den Werth haben, da beide Ausdrücke für x^ ^=Xq 
einander gleich werden. Also ist 

(3) Jdyjfix, y)dx =j dxjf{x,ji)dy ; 



Vo Xq Xo Vo 
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dazu müssen nur die Functionen 0(xjy), *7'(./;, y) von der angegebenen 
Eigenschaft 

dxcy cy I \ 7 i^/ 7 

cycx ex I \ 7 i7/ 

existiren. 

Bei der Definition des Doppelintegrals als Grenzwerth einer Doppel- 
summe 

lim ^ (— x^ti + Xth+2) (— J/s* + yu+2)f{oOii.^i, y^k+i) 

erscheint es selbstverständlich als gleichgültig, ob man zuerst in Be- 
ziehung auf h oder zuerst in Beziehung auf k summirt, sobald die 
Function f(Xj y) endlich und nach beiden Dimensionen im Allgemeinen 
gleichmässig stetig ist. 

§ 4. 

Bisher wurde stillschweigend vorausgesetzt, dass die Integrations- 
grenzen Xq, x\] y^j y^ von einander unabhängig seien. Ist dies nicht 
der Fall, und haben wir etwa 

j dxj f{Xy y)ily oder / dyj f{x, y) dx , 

so kann man überhaupt nicht mehr davon sprechen, dass man beim 
ersten Integrale zunächst nach x^ beim zweiten zunächst nach y inte- 
griren will. Um zu erkeimen, in welchem Sinne auch hier von einer 
Veränderung der Integrations-Reihenfolge die Rede sein kaim, wollen 
wir die geometrische Veranscliaulichuug der doppelten Integration zu 
Hülfe nehmen. 

Sind die Integrationsgrenzen von einander unabhängig, so erfolgt 
die Integration über ein Rechteck mit den Eckpunkten Xq, y^; x^y y^] 
^17 Vi; ^'d y^j dessen Seiten also den Coordinatenaxen parallel laufen. 
Unter f'(u'., y) kann man dann entweder eijie im Punkte x, y errichtete 
Senkrechte von der Länge ({x, y) verstehen, so dass das Integral 



JJr 



f{x,y)dxdy 

als das Volumen eines Raumtheiles auftritt; oder man kaim sich auch 
die Dichtigkeit des Punktes x, y in Beziehung auf Schwere, Elektricität 
u. dgl. mehr unter f{x/y) denken. Um auszudrücken, dass das Doppel- 
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integral über alle Punkte des oben beschriebenen Rechtecks zu er- 
strecken ist, kann man kurz schreiben 



j «,,,)...,, g^J5^;) 



Schwieriger wird die Angabe der Begrenzung schon, wenn man das 
Rechteck schief gegen die Coordinatenaxen legt. Man erkennt es als eine 
Aufgabe, die durch Ungleichheitsbedingungen zu lösen ist, das Gebiet 
für {x, y) anzugeben, wenn die Integration sich über eine beliebige geo- 
metrische Figur zu erstrecken hat. Ist diese z. B. ein Kreis mit dem 
Mittelpimkte (5, rj) und dem Radius r, so wird die Ungleichheits- 
bedingung gegeben durch 

[x — §]- + [y — riY<r-, 

Ist allgemein G (x, y) = die Gleichung der Begrenzungscurve des 
Integrationsgebietes, so wird zu setzen sein 

(G{x, y)<0), 

wenn das Vorzeichen von G(Xj y) so gewählt ist, dass die Werthe von 
(t im Inneni des Gebietes negativ sind. 

Angenähert erhält man dabei den Werth des Integrals, wenn man 
das Integrationsgebiet irgend wie in beliebige, kleine Flächenelemente 
theilt, den Inhalt eines jeden dieser Elemente mit dem Werthe von f{Xj y) 
für einen beliebigen Punkt des Flächenelementes multiplicirt, und alle 
diese Producte dann summirt. Dazu muss nur f(Xj y) eine eindeutige, 
endliche imd im Allgemeinen gleichmässig stetige Function sein. Denkt 
man sich das Gebiet 6r(a:, y) <0 speciell in beliebig kleine Rechtecke 
durch eine Reihe von, Parallelen zur X-Axe und eine andere Reihe 
von Parallelen zur Y-Axe getheilt, so kann man entweder zuerst für 
einen bestimmten Werth § von x in Beziehung auf alle im Integrations- 
gebiete liegende, dem 5 zugehörige Werthe von y integriren, dann in 
dem erhaltenen Resultate das ^ alle ihm möglichen Werthe durchlaufen 
lassen imd so •die zweite Integration ausführen; oder man kann um- 
gekehrt verfahren. Entsprechen im ersten Falle einem x = ^ nur zwei 
Werthe y = rj^ und rj^, für welche Cr(x^ y) = wird, so muss man, 
falls 1^1 > rjQ ist, von tJq bis rj^ integriren. Entsprechen dagegen einem 
x = ^ mehrere Werthepaare y, für welche (t(xj y) = wird, etwa i^^, i^jj 
%7%'i • • •; wobei rji> tiQj % > ^2> • • • sein soll, so ergeben sich für 
den Werth ^ ebenso viele einzelne Integrationen, nändich von rjQ bis i^j , 
von 1^2 bis »^3 u. s. f. Aehnliches gilt auch für unseren zweiten Fall. 
Immer aber wird man unter den, über f(Xf y) gemachten Voraus- 
setzungen bei beiden Summationsarten dieselbe Summe erhalten; es 
nähert sich bei richtiger Normirung der Summen-Ausdehnung 
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dem üiueu wie dem andern der beiden Integrale 

JdxjiUff{x,y), jdyjdxf{x,y)', {G(x,y)<0), 

und diese sind also einander gleich. Diese Vertauschung kann als 
Transformation // == .r', x = y' aufgefasst werden, durch welche das 
eim^ der Integrale in das andere übergeführt wird. 



§5. 

Dieser si)ecielle Fall legt uns die Frage nach der allgem'eiuen 
Transformation eines Doppelintegrals nahe, welches über ein be- 
li(d)iges Uebiet 0{x.^y) <0 erstreckt ist, und bei dem somit die Lite- 
grationsgrenzen im Allgemeinen nicht von einander unabhäugig sind. 

Wir nt»hmen mit dem Doppelintegrale 

jdxdyf{x,y) (Cr{x,y)<0) 

eiiH» beli(»bigt» ab(»r eindeutige Transformation vor, indem wir 

Met/eil, wo jedoch nicht nur .r, y eindeutige Functionen von g, ?;, sondern 
auch unigekehri J, r; ebensolche von r, y sein sollen. Analog der 
Tninsrormatiou beim einfachen Integrale können wir die Transformation 
/uiiiichMi «»iwa bei 

f{^iy)dy 



j 



aUMrnhiMMi, indem wir für // eine neue Veränderliche ri einführen, welche 
durrh die obigiM) Transformationsformeln für x und y bestimmt ist, 

y = ^(x,ti), 

Dabni braucht man von einer Elimination des £ aus den beiden Trans- 
rnrnMilioMNiorint^ln nicht zu sprechen; eine solche ist oft unausführbar, 
wlllirenil die Abhängigkeit des // von x und 7j durch jene Formeln voll- 
KoninitMi d(*llniri ist. Zudem ist Elimination meistens mit einem Yer- 
lunl(' verbündten, ho dass man die Elimination^ wenn es irgend angeht, 
hubitr veruHMdel. Durch Kintnigung des Werthes für y geht das Doppel- 
inlegral in 
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über, dessen Grenzen durch die Ungleichheitsbedingung 

normirt sind. Ehe wir das neue Integral weiter transformiren, haben 
wir die Integrationsfolge zu vertauschen, was unter der jetzt noch auf- 

zunehmenden Voraussetzung, dass ausser f(x, y) auch ,. ®(^; v) ^"^' 

deutig, endlich und im Allgemeinen stetig sei, thatsächlich gestattet 
ist. Somit wandelt sich das obige Doppelintegral in 

um. Hier führen wir nun an zweiter Stelle x = tp^^, rf) ein und er- 
halten dadurch 

Dieser Ausdruck ist nach dem Gesichtspunkte umzugestalten, dass im 
Schlussresultate nur 9, ip imd ihre partiellen Ableitungen nach |, ?; 
vorkommen dürfen. Vergleicht man & und ^, so folgt 

Das noch unbekannte . erhillt man aus der Gleichuntr 

cri ^ 

dx btp di j, d(p 

rrj d^ drj ■ dri 

unter der Form 

di / dx^ . ^qp\ dq) 

berücksichtigen wir aber, dass in dem Integrale 



J'dxff(x,&ix,r,))'%'''^dn 



das X des inneren Integrals constant ist und also in - 4- — auch als 

G X 

constant betrachtet, d. h. dass ^ = gesetzt werden muss, so folgt 



(a;, Ty) rdq) ctp £9 d'tffl d_ 

oder kürzer in verständlicher, allgemein üblicher Bezeichnung 

Hierdurch erhält man das gewünschte Residtat in der Form 

Krouocker, Int««^alo. 3 
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Jacob i iiemit den Ausdruck: 

Funotionaldeterminante; die Engländer gebrauchen für ihn die Be- 
zeichMUUg^u Jacob ian inler Jacobi'sche Function. Für zweifache 
und drtnÜache Integrale wurden die Transformationsformeln schon von 
La^rrauge gi*g^b**u, die allgemeinen erst von Jacobi. 

IVi dit^ser Transformation taucht aber noch eine Schwierigkeit 
auf. Wollen wir z. R 



fj 



dxdy 



dmvK .« *- >/ » y = 5 transformiren, so winl die Functionaldeterminante 
dabei gleich 1, und man erhalt 



l>iest*8 Itt^sultat xeigt sich auf den ersten Blick als falsch. Die Erklärimg 
liegt darin, dass» wähnend beim einfachen Integrale die Grenzen auch 
\len lutegnUiousweg vorschreiben, dies beim Doppel-Integrale nicht mehr 
\lor Fall ist. Wir müssen deshalb festsetzen, dass das Flächenincrement 
immer jUKsitiv sei. Dies erreichen wir dadurch, dass wir der Functional- 
detenuiiuuite stets ihren absoluten Werth beilegen; die Transformations- 
roniiel lautet dtuui schliesslich: 

in j)\v, y)dxdy -Jf{9{^, ri), ^(1, ri)) 

Aus dit^ser Formel kann man auch sofort schliessen, dass bei con- 
htauton (iren/en die Integrationsordnung vertauscht werden darf. 

§ 0- 

Dit» abgeleitete Regel für die Transformation der zweifachen Inte- 
grale woll(Mi wir zunächst nach dem Vorgange Dirichlet's auf die 
Herocluiuiig des einfachen Integrals 

I tr "^"dx -= lim / e-'^dx = lim F(x) 



*1 ^2 



ü U 



iMn^eiMleii. Für beliebige Wertet' der oberen Grenze lässt sich F{x) 
4*\\\\\ Ml eine eonvergente Ueihe entwickeln aber nicht in geschlossener 
FoMM angehen, 

lleluirN leichterer Herecluumg formen wir das Integral durch a:=—ir' 
tiiM] iliMhireh entNti«ht 
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— X ü 

—Je-''*dx' '=jer-'''dx, 



— X 



folglich 

F{x) = I er'^dx , 

— X 

und es kann also (vgl. S. 20, 21) , , 

lim 2F{x) = lim ier'^dx 



oo — ^ 



gesetzt werden. 

Der örenzwerth auf der rechten Seite hat einen bestimmten Sinn; 
denn es lässt sich nachweisen, dass die beiden Litegrale 

ier'^dx und je^'^dx 

—g —g — r 

bei beliebigen aber constanten r, s und bei beständig wachsenden g^ g' 
gegen einander convergiren. Da nämlich c"^ < e~' ist, sobald x 
ausserlialb des Bereiches (0 . . . 1) liegt, und da hier g' beliebig gross 
angenommen werden darf, so hat man 

1 e-'^dx < f e-'dx = — c-(^' + '> + ß-^', 
lim fe-'^'dx = ; 

9' 

ebenso findet man 

lim / e-'Va; = . 

Damit ist die aufgestellte Behauptung bewiesen. 

Multiplicirt man jetzt das zu berechnende Integral mit sich selbst, 
so entsteht 

+*' t^' 
lim 4F(xy = lim lim fdy fe-^^'+y'idx , 

x = QO y =x h =ao ^y ^y 

g'z=iX> Ä':i=X> — h — g 

und dieses Doppelintegral wird durch Einführung von Polarcoordinaten 
integrabel. Wir setzen 

X = r cos V y y = r sin v 

und erhalten für die Functional- Determinante 

' cos V — r sin v 

sin V + r cos v 
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lüso iiiT Jen neuen Integranden e-'*r . Nun sind noch die Integrations- 
grenzen zu bestimmen. Das Integrationsgebiet für Xy y war ein 
Rechteck, dessen Seiten die Längen g -\- g' und h -\- h' hatten und 
die der X- bezw. F-Axe parallel waren. Denkt man sich um den Null- 
punkt zwei Kreise geschlagen, deren kleinerer ganz in jenem Rechtecke 
verlauft und dabei die nächstgelegene Seite desselben berührt, während 
der grossere Kreis das gesanmite Rechteck in sich fasst und dabei 
lureh die fernste Ecke desselben geht; bezeichnet man femer die Radien 
iieser Kreise mit iJ^ imd iJ^, so liegt das Integrationsgebiet des trans- 
formirteu Integrals zwischen diesen beiden Kreisen. Man hat demnach, 
da ja der Integrand stets positiv ist 

f dv I e-'^rdr < / er'^rdrdv < 1 dv 1 e-'^rdr , 

11 

*3,(1 _ c""») <Jer''rdrdv < w(l — e""*) . 
Hiernach ist, wenn man zut Grenze übergeht, 

lim le-''dx = 2limF{x) = \Vn , 



— s 



« 



^.M 



« 



M 



l>»s bt^nvhut^te Integral spielt in der Mathematik als „Wahr- 
:UtMuHolikoit5antt*gml'' eine gn^fse Rolle; es ist auch deshalb sehr be- 
•^rkt^usw^^rtU, wtnl tvi eins der wenigen ihrem Werthe nach bekannten 
ijtt^ \he j^ioh nicht dun^h ein. weiterhin zu en\ähnendes, sehr allgemein 
i^«\\cudlvÄi\vi Mittel tinden la^^^en. 

l>^o cIh»u xerweiuMe Metiunle trugt noch weiter. Führen wir in 



; i 



lim lii« idxid^tV^ + y'^^J 







XX u^ hv^cu »N^Uiv^^^iNhuAt^^n ein. dann wirtl sich ergeben: 

J _ luu /'fr ffXr'^r^ir^ \ lim jf(e)dg, 



>io 



vUxx wu sUx IK^ppchul^yiul Ättf ein einfaches reducirt haben. 



Dritte Vorlesung. 

Intcjj^ation eines vollständijj^en Dift'erentials um ein Rechteck ; um ein rechtwinkligots 
Dreieck; um ein beliebiges Dreieck; um eine beliebige Curve. — Beweis des 
Satzes für ein Ringgebiet. — Clausius'sche Coordinaten. — Zweiter Beweis des 
Satzes. — Umformung seiner Voraussetzungen. — Erweiterung des Satzes. — 
Natürliche Begrenzung. — Functionen complexer Argumente. — Der Cauchy'sche 

Satz. — Beispiele. 

§1. 

Wir kommen jetzt zu einer der wichtigsten Anwendungen des in 
der Transformationsformel liegenden Satzes von der Vertauschbarkeit 
der Litegrationsfolgen. 

Wir betrachten eine Function F{xy y), deren beide ersten Ab- 
leitungen 

und deren zweite Ableitung nach x und y, also 

in dem Integrationsgebiete und auf dessen Grenzen eindeutig, endlich 
und im Allgemeinen stetig sind. Integriren wir nun t]^ über ein 
Rechteck mit den Ecken 

so ergiebt sich einerseits 



JdxjF,,{x, y)dy =jdx{F,{x, y))^ 



Xi 



-■^J F,(x, y,)dx —JF^{x, y^)dA 



und andrerseits 



J dyj F,,{x, y)dx =J dy(F,{x, y))^ 

Vi yi 



=J ^2(^1; y)dy —J F^ip^o, yyy- 



Vo Vo 
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Nach unseren Voraussetzungen stimmen beide Resultate mit einander 
überein, d. h. es besteht die Gleichung 

Xt y, Xo Vo 

{l)j't\(x, y„)dx+J'F,(x, , y)dy +J'f, {x, y,)dx+j'F,{x„ y)dy = . 

- 'o Vo *i Vi 

Nun ist aber 

JdFix, y) =j F, {x, y)dx +Jf,{x, y)dy . 

Setzt man hierin der Reihe nach x=^Xq und x^ , also rfa; = ; und 
dann y == y^, und t/,, also dy = 0y so entstehen die Formeln 

/ dF{x, y) = l F,{x^, y)dy] f dF{x, y) = F,{x, , y)rfy ; 

fdF{x,y)^JF,{x,y,)dx', fdF(x,y) = i F,{x,y)dx, 
Führt man diese Werthe in (1) ein, so erhält man 

Xx Vx Jo yo 

(2) \dF{x, y) + fdFix, y) + fdF(x, y) + idF{x, y) = . 

«) yo ^i ifi 

Geometrisch gedeutet heisst das: „Das Integral des vollständigen Diflfe- 
„rentials einer Function von x und y, erstreckt über den Umfang eines 
„Rechtecks, der Art, dass das Innere immer «zur Linken der Fortschritts- 
„richtung bleibt, hat den Werth Null. Vorausgesetzt ist dabei, dass 
„die beiden ersten Ableitungen der Function sowie die zweite Ableitung 
„nach beiden Variablen eindeutig, endlich und im Allgemeinen stetig sind." 

§ 2. 
In gleicher Weise wollen wir das Doppelintegral 

J J F^i{x,y)dxdy 

über die Fläche eines rechtwinkligen Dreiecks mit- den Ecken S; ^ ; 

j.,. 6'; ^'; S', V erstrecken, wobei g' > g; y]' > rj 
"^ sein soll. Das Dreieck hat also die neben- 
stehende Lage. Der rechte Winkel liegt an 
der Ecke g , V ] ^^^ Katheten sind den Coor- 
^'^ dinaten-Axen parallel; die Hypotenuse wird 
durch die Gleichimgen 

(t = ...1) 
gegeben. Wir bilden nun zunächst das Integral 
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'.' ■ «' 



bei dem die Grenzen so normirt sind, dass das Integrationsgebiet sich 
über die Dreiecksfläche erstreckt; mau erhält dafür den Werth 






J'dxiF, (x, y));;' =y*F, (x, ,j')ax +Jf, {x, ri' + <(r; - ri'))dx . 

•» •» s 

Ebenso ergiebt sich i'ür das Integral 

jdyj F,,ix, y)dx (lo = I + ;-I ;,' (S' - I) = g + t{l' - 1)) , 
dessen Integrationsbereich derselbe ist wie der obige, der Werth 

JdyiF {x, y))j; =/f;(r, y)dy +Jm + <(!' - S), y)rfy • 

»j V »; 

Die Gleichsetzimg der beiden Resultate liefert, als Sunmie geschrieben, 

=J'f,{x, t}')dx +jF,{i.', y)dy +JF^{% + t{l' - |), y)rfy 

f 

+ />i(a;,i,'+<(,,-0)<^a;. 

Genau wie im vorigen Paragraphen ergiebt sich fiir die beiden ersten 
Integrale 

l \ r.' n' 

fF,(x, n)dx = fdF{x, y), fF,{l\ y)dy = fdF{x y) . 

Führt man im dritten und im vierten Integrale der Summengleicliung 
t als Variable ein, so geht die Summe dieser beiden in 

1 

jF,(i, + <(!' - I), n' + Kn - v')) • (»? - r}')dt 




1 



+JV,(i + t{r - 1), v' + Kv - n')) ■ (r - i)dt 





1 



-/'n'"'-''«-/W,y) 





über, wo das letzte Integral in der Art über die Hypotenuse des recht- 
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winkligen Dreiecks erstreckt ist, dass die Fläche zur Linken der Fort- 
schrittsrichtung bleibt. Damit ist dann der Satz bewiesen^ ,,dass das 
^^tegral 

'dF{x,y) 



/ 



,,erstreckt über den Umfang unseres rechtwinkligen Dreiecks den Werth 
„Null besitzt'^ 

Dieser Satz lässt sich ohne Weiteres auf jedes beliebige Dreieck 
ausdehnen. Denn jedes Dreieck ABC kann in 4 rechtwinklige Dreiecke 

zerlegt werden^ deren 
Hypotenusen in die 
Seiten des gegebenen 
Dreiecks fallen, und 
deren Katheten den 
Goordinaten-Axen pa- 
rallel laufen. Es reicht 
dazu aus, durch eine 
der Ecken, JB, eine 
Parallele zu einer Axe 
zu ziehe^ und von den 
anderen beiden Ecken 
C A imd C Senkrechte 
auf jene Parallele zu 
fiillon. Iiitogrirt man daim um die vier Dreiecke einzeln so herum, 
diiHH ht»i d(»in Umfahren der Dreiecksseiten ACy CB, BA die Dreiecks- 
KIUcIh? ABC zur Linken bleibt, dann heben sich die Integrationen 
lilri^H dnr Hilfslinien auf, da eine jede zweimal und zwar in verschie- 
«loiM'ii Hirbtungen durchlaufen wird. Dabei wird die Summe der vier 
liit<*gral(^ gleich Null, und dies beweist den ausgesprochenen Satz. 




j^ 



§3. 

Nunmehr lilsst sich der Schluss ziehen, dass überhaupt „das Lite- 
,,gnil t'int^s vollständigen Differentials imter den für die Function auf- 
y,gi*Nt(^lltt»n Bedingungen über irgend eine geschlossene Begrenzung in 
„diT WiMMo (»rntreckt, dass das eingeschlossene Gebiet stets zur Linken 
,Jingt, den Werth Null erhalt". Die zu Grunde gelegten Bedingungen 
hIimI linnrciclKMid für die Integrirbarkeit des Differentials, bezw. für die 
V^riiiUMrliburkeit der Reihenfolge der Integrationen seiner Ableitungen. 
Wir wnnlen (Ibrigons bald die aufgestellten Bedingimgen einer genaueren 
Hi»tnu'litung zu unterziehen haben (ygl. § 7). 
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Zuerst benutzen wir zum Beweise den Satz aus § 1 über die 
Integration um die Seiten eines Rechteckes. Wir ziehen in beliebig 
kleinen Entfernungen 8 von einander eine Reihe äquidistanter Paral- 
lelen zur X-Axe und zerlegen dadurch das gegebene Gebiet in einzelne 
Streifen; diese Streifen können wir, wenn nur d hinlänglich klein ist, 
ohne merklichen Fehler durch Rechtecke ersetzt denken, welche die 
innerhalb des Gebietes liegenden Theile je einer Parallelen als Grundlinien 
haben. Integrirt man dann um jedes einzelne Rechteck so, dass seine 
Fläche zur Linken bleibt, dann ist die Summe der Integrale gleich 
Null. Bei den Integrationen zerstören sich diejenigen, welche längs 
der Parallelen zur X-Axe innerhalb des gegebenen Gebietes verlaufen, 
da jedesmal sowohl von rechts nach links wie von links nach rechts 
auf zwei benachbarten Streifen integrirt wird; es bleibt die Integration 
über eine gebrochene, abwechselnd der X- und der Y-Axe parallele 
Linie zurück, welche der Curve umbeschrieben ist. Die Integration 
über (IF längs dieser Linie ist also Null. Bei abnehmender Grösse 
von ä nähert sich diese Linie der gegebenen Curve; und da t\ imd F.^ 
sich dabei in gleichmässiger Weise denjenigen Werthen nähern, die sie 
auf der Begrenzung erhalten, so gilt das Theorem, dass 



IdF^O 



sei, auch bei der Integration um die Curve herum. 

Denselben Satz können wir mit Hülfe des Dreiecks-Satzes aus § 2 
nachweisen. Wir zerlegen die Fläche in der Weise, dass wir von 
einem beliebigen in ihrem Innern gelegenen Punkte aus bis zu den 
Eckpunkten einer, der Curve einbeschriebenen, gebrochenen Linie 
Strahlen ziehen. Die einzelnen Seiten dieses Polygons sollen hinreichend 
klein angenommen werden. Die Summe der über alle so gebildeten 
Dreiecke sich erstreckenden Integrale hat nach § 2 den Werth 0. 
Hierbei zerstören sich aber die Integrationen längs der einzelnen Radii- 
Vectoren, da ja jedes einzelne Dreieck so umlaufen wird, dass seine 
Fläche zur Linken der Fortschrittsrichtung liegt. Es bleibt also nur 
die Integration längs der im gleichen Sinne durchlaufenen Curven- 
sehnen zurück; diese liefert folglich auch den Werth 0. Der üeber- 
gang von ihnen zur Curve selbst wird genau so vorgenommen, wie 
beim ersten Beweise*). t 

•) Vgl. Kronecker: „üeber das Cauchy'sche Integral". Monatsber. der 
Akademie d. Wiss. in Berlin. 1885. S. 786 (80. Juli). 
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§4. 

Wir wollen den in llede stehenden wichtigen Satz auch rein ana- 
lytisch ableiten. Hierbei faiag man sich daran erinnern, dass zur 
Int^jgration über die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks die 
Gleichung dieser Geraden in der Form x = <p{(), y = ^(^) benutzt 
werden musst^. In einer solchen Form muss auch die Gleichung der 
Integnitionscurve (r{xy y) = gegeben sein, wenn die Integration über 
den Umfang derselben wirklich ausgeführt werden soll. Dabei sind x 
ujid ij als eindeutige Functionen von t vorauszusetzen. Diese Annahmen 
involviren keine besonderen Voraussetzungen; denn, wenn eine solche 
Darstellung nicht möglich ist, dann lässt sich über das Gebiet über- 
haupt nichts aussagen. 

Den analytischen Beweis können w^ir bequem in etwas allgemeinerer 
Weise g(?ben, indem wir statt des bisherigen Integrationsgebietes ein 

ringförmiges nehmen, dessen äussere 
Begrenzung durch die gegebene Curve 
dargestellt wird, während seine innere 
Begrenzung durch eine beliebige, inner- 
halb des Gebietes liegende, einfache 
Curve gebildet werden soll. Wir inte- 
griren dami von einem beliebigen 
Punkte A der äusseren Contour aus 
in der durch die Pfeile angezeigten 
Richtung um die äussere Begrenzimg 
^ herum; dabei bleibt das Innere zur 

hinken. Ist man ntich A zurückgelangt, dann integrirt man von da aus 
liingH einer Strecke AU bis zur inneren Begrenzung; um diese wieder 
in der Weise, dass die liingfläche zur linken Hand bleibt bis J5; und 
dann endlieh längs HA zum Ausgangspunkte A zurück. Die Inte- 
grationiMi über Ali und über HA heben sich dabei auf; das Gesammt- 
p'siiliat* ist also eine Integration über die innere und eine über die 
iiijsH^re Begrenzung, wobei diese beiden in entgegengesetztem Sinne 
liiirtgi't'nhrt sind. Kann man beweisen, dass das Gesammtresidtat 
iM'inigt, so ist hierin der Beweis des früheren Satzes enthalten. Denn 
w<'nn sieh die innere Begrenzung auf einen unendlich kleinen Kreis 
it'ilm'irif dessen Mitttdpunkt x^^, //„ und dessen Radius (> sein möge, 
dünn sii'llli sirji unter Einführung von Polarcoordinaten das innere 
Integral als 

f ti l''(-r, y) ^ I {— F^ {x,^ -f p cos ^, y,, + P sin t) sin t 

-f- ^\{x^^ + Q COS ty y^y -\- Q sin f) cos t)Qdt 
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dar. Folglich wird es unter unseren Voraussetzungen über t\ und t\ 
wegen des Factors q miendlich klein; damit sind wir dann auf das 
Theorem des vorigen Paragraphen zurückgekommen. 

§ 5. 

Um den aufgestellten allgemeineren Satz zu beweisen, fülirt man 
am besten ein eigenthümliches Coordinaten-System ein, welches in der 
Potentialtheorie von Clausius zweckmässig und mit grossem Erfolge 
benutzt wurde; wir wollen diese Coordinaten als Clausius^sc he Coordi- 
naten bezeichnen. Die Benennung ist wohl gerechtfertigt, wenngleich 
schon Gauss das System der Coordinaten 
in seiner Abhandlung: Theoria attractionis 
corporum sphaeroidorum etc. (Werke IV, 
S. 1) benutzt. 

Wir nehmen auf der äusseren Begren- 
zung einen willkürlichen Punkt A an und 
reclmen von ihm aus auf der Curve in 
unserer gebräuchlichen Richtung die Bogen- 
längen AM -^ .s. Dabei können wir den 
ganzen Umfang der Curve = 1 setzen, so 
dass also s von i) bis 1 läuft, während M 
von A aus in der angegebenen Richtung die ganze Curve umkreist. 
Femer nehmen wir im Innern der eingeschlossenen Begrenzung einen 
festen Punkt P an, ziehen den beweglichen, um P drehbaren Radius- 
Vector PJf, welcher die innere Begreuzmig in Q schneidet, und be- 
stimmen den auf MQ beweglichen Pimkt N durch die Coordinate 

TUT *T 

^ = TifQ' Für. die Punkte innerhalb des Ringbereiches variirt somit r 

von bis 1 ; alle Punkte der inneren Begrenzung haben r = 1 , alle 
der äusseren haben r = 0. Dann ist also für jeden Punkt x, y des 
Ringgebietes 

(r, s = . . . 1) . 

Wir wollen übrigens, um geometrische Complicationen zu vermeiden, 
die Voraussetzung machen, dass jeder Radius -Vector nur ein Schnitt- 
punkt-Paar M, Q aufweist. Diese Voraussetzung lässt sich stets durch 
geeignete Zerlegung des Ringgebietes und passende Wahl der Punkte 
P verwirklichen. Wir haben dann unter unseren Voraussetzungen tp 
und ^ als eindeutige Functionen von r, s bestimmt. 

Eine solche Coordinaten-Bestimmung wird überall da angebracht 
sein, wo eine gewisse Begrenzung und ein gewisser Punkt im Innern 
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derselben eine Rolle spielt. Man kann natürlich bei einem Raum> 
gebiete ganz ähnlich die Lage eines Punktes im Innern bestimmen. 
Integrirt man jetzt 



j 



•gVF(^(^^r, «)) ^^^^ (r, s = . . . 1) 



drds 



einmal zuerst nach r dann nach Sy und femer umgekehrt zuerst nach s 
dann nach r, so müssen wir die Gleichung erhalten 



J \^«/r=ü J \dr)s=:0 





Nun beziehen sich Anfancfs- und Endwerth von - - für 5 = und 

® er 

5 = 1 auf denselben Punkt A der Curve. Nach den Voraussetzungen 
des ersten Paragraphen ist F{Xy y) nebst seinen ersten und zweiten Ab- 
leitungen im ganzen Gebiete eindeutig. Folglich ist der Integrand 
rechts =« imd man erhält 



Weil aber ds \-^) __ gleich rfJFfÜr die äussere Begrenzung, und ebenso 

ds y- j _ gleich dF für die innere Begrenzung ist, so drückt die letzte 

Gleichung den zu beweisenden Satz aus: „Wenn man längs zweier, ein 
„Ringgebiet umschliessender Curven in entgegengesetzten Richtungen 
„integrirt, so giebt die Summe der Integrations-Resultate Null; integrirt 
„man in derselben Richtung, so sind beide Integrations - Resultate 
„einander gleich.'^ 

§6. 

Wir schliessen hieran noch einen weiteren Beweis unseres Funda- 
mentalsatzes. Die dabei benutzte Methode ist namentlich von den Ita- 
lienern vielfach angewendet worden; sie ist im Grunde aber von der 
vorher gegebenen nicht wesentlich verschieden. 

Soll das über jede geschlossene Curve genommene Integral gleich 
Null, also constant sein, so darf es seinen Werth nicht ändern, wenn 
man die Curve ändert. Wenn umgekehrt der Werth des Integrals von 
der Aenderung der Curve imabhängig ist, dann muss er gleich Null 
sein, weil dies bei der Curvenlänge stattfindet. Der Beweis unseres 
Satzes ist also geführt, wenn wir zeigen, dass fdF{Xy y) längs der 
Begrenzungscurve 6r(a*, y; p) = genommen (wobei p einen Parameter 
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bedeutet), unabhäugig von der Veränderung des p ist, d. h. wenn wir 
zeigen, dass man erhält: 



€ 



fJ^dF{x,y) = 0. 



Wir wollen diesen Nachweis beim Rechtecke ^„j .Vo? ^i?.Vo? ^*i7?/n 
:r„, 2/, als Integrationsgebiet geben. Hier war (§ 1) 

fl Vi Xo 

JdF=JF,(x, y,)dx+J'F,{x,,y)dy +J'f,{x, y,)dx 

Xo I/o JTi 



+jF,{x,,y)dy, 



!/i 



Wir ändern das Rechteck ab, indem wir eine Eck-Coordinate, etwa Xq=p 
ändern. Dann wird nach Vorlesung 2, § 1 

Vo 

:^JdF = - F. {x„ y,) + F,{x„ y.) +J^|' ?^ dy . 

Vi 

Weil aber 



Vi Vi 



ist, so erhält man für .; i dF in der That den Werth Null. Dasselbe 
Verfahren lässt sich auf die anderen Coordinaten anwenden. 

9 

§7- 

So haben wir auf verschiedenen Wegen den Satz bewiesen: „Er- 
„streckt man das Integral 

„über die Begrenzung eines Gebietes, so dass das Innere desselben stets 
„zur Linken der Fortschrittsrichtung bleibt, und sind für alle Punkte 
„des Gebietes und seiner Begrenzung 

dF(x, y) ^_F(^y) . ^^\Fix^y) 

dx ' dy ^ dxdy 

„endliche, eindeutige und im Allgemeinen stetige Fimctionen, dann ist 
„der Werth des Integrals gleich NuU." 

Die angeführten Bedingungen lassen sich noch umformen. 

Wir setzen von F voraus, dass im betrachteten Gebiete und auf 
seinen Grenzen 
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oF cF c^F 

dx ' 



cy 



ex 



» ? 



cxcy 



c^F 



endlich und eindeutig seien. Dann folgt aus der Endlichkeit der drei 

z\v(»iten Ableitungen, dass die beiden ersten Ableitungen für denselben 

Bereich auch stetig sind. Es ersetzen 
folglich unsere jetzigen Bedingungen die 
früheren höchstens an denjenigen Stellen 
nicht, wo t\^(Xjy) aufhört, eine stetige 
Function zu sein. 

Gesetzt die Stetigkeit von i'jg horte 
in einem Punkte auf; dann können wir 
nach dem allgemeineren Satze aus § 5 
verfahren und zum Integrale über die 
äussere Begrenzung noch ein solches über 
einen beliebig kleinen Kreis hinzu nehmen, 
der den Punkt O umschliesst. Der Punkt 

niög<» di<* Coordinaten S, i^, der Kreis um den lladius (>, und seine 

Punkte die Coordinaten 




j' 



= S + (> cos V, y = 1^ + () sin V (v = . . . 2«) 

besitz«»!!; dann wird das um den Kreis erstreckte Integral 



2/r 

/ ( — F, • sin v + J^j • cos v)Qdv 



wegen der Endlichkeit von F^ und F^ und der unendlich kleinen Grösse 
von Q selbst unendlich klein. Der Beitrag, welchen dieses Integral 
liefert, wenn man um die äussere Begrenzug und um herum integrirt, 
verschwindet also; es ersetzen daher in diesem Falle die neuen Be- 
dingungen j(»ne alten. Dasselbe findet statt, wenn in beliebig vielen 
discreten Punkten des Gebietes die Function Fj^^ aufliört, stetig zu sein. 
Wenn zweitens die Stetigkeit von F^^ längs einer Curve AB unter- 
brochen ist, so zerlegen wir das Gebiet durch zwei dem AB benach- 
barte (Jurven A^B^ und A^B^y deren Gleichungen 

sind, in drei Theile; t, t' bedeuten dabei zwei Parameter, die so be- 
schallen sind, dass 

di(» Gleichung der ausgeschlossenen Curve AB darstellt. Gilt jetzt 
unser Satz für di(» Gebiete (I.) und (II.), dann ist 
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und also folgt für die Summe: 

IdF+ldF+i ldF+ ldF) = 0. 

Da nun F^{Xjy) und F^(x,y) stetige Functionen sind, so werden sich 
bei hinreichend kleinen t, f die Werthe von dF für Pj = und für 
Pjj = an benachbarten Stellen um beliebig wenig von einander unter- 
scheiden; imd weil Ä^^B^ und A^B^ in entgegengesetzten Richtungen 
durchlaufen werden/ so erhält man 

lim fdF+ lim fdF=0. 

Es gilt deshalb der zu beweisende Satz auch für das ganze Gebiet. Das- 
selbe findet statt, wenn in beliebig vielen discreten Linien des Gebietes 
i^,2 aufhört, stetig zu sein. 

Wir können also unseren Satz auch so formuliren: 

„Erstreckt man das Integral 



fäF -J {'Z ^. + ii^ ä,) 



„über die Begrenzung eines Gebietes, so dass das Innere desselben 
„stets zur Linken der Fortschrittsrichtung bleibt, und sind für alle 
„Punkte des Gebietes und seiner Begrenzung die Ableitungen 

d_F{x,y) r^Fjx.y)^ ^'.^'(^' y) ^' ^(^> 2/ ) o'F{x, y) 
ex ' cy ' ex* ' dxdy ' cy* 

„endliche und eindeutige Functionen, dann ist der Werth des Integrals 
„gleich NuU." 

Diesem Satze kann man noch eine andere Wendung geben, wenn 
man die Begriffe der Eindeutigkeit und der Mehrdeutigkeit einer 
Function zweier Variabein berücksichtigt. Bestinmit man die Werthe einer 
Function f(xy y) dadurch, dass man aus dem Werthe fi^oy t/o) ^^^ einen 
bestimmten Punkt j;,„ y^ durch eine eindeutige Operation den für einen 
benachbarten Punkt x^^y^ berechnet, aus diesem ebenso den für einen 
benachbarten a;^, y^, u. s. w., und gelangt man beim Fortschreiten nach 
XQ,yQ zurück, so kann der erhaltene Werth dem ursprünglichen gleich 
oder von ihm verschieden sein. Ist das Erste der Fall, wie man auch 
die Zwischenwerthe innerhalb des Gebietes wählt, dann heisst die 
Function für dieses Gebiet eindeutig. Erhält man dagegen auf irgend 
einem Wege statt des ursprünglichen Werthes einen davon verschiede- 
nen, dami heisst die Function in dem Gebiete mehrdeutig. 
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Daraus, dass in unserem Falle das über eine geschlossene Be- 
grenzung genommene Integral JdF gleich Null ist, geht hervor, dass 
die durch die Integration sich ergebende Function F in dem Ausgangs- 
punkte und in dem Endpunkte denselben Werth hat. Und da derselbe 
Umstand bei jeder geschlossenen Integration innerhalb des Gebietes 
gewahrt bleibt, so folgt, dass F in diesem Gebiete eindeutig ist. Unser 
Theorem kaiui demnach auch so ausgesprochen werden: „Wenn von 
„einer Function F{x^ y) vorausgesetzt wird, dass ihre ersten und zweiten 
„Ableitungen in einem von einer geschlossenen Curve umgrenzten Qe- 
,,biete dun^hweg endlich und eindeutig sind, so ist die Function F{Xy y) 
„selbst in dem bezeichneten Gebiete eindeutig." 

Der Satz ist in dieser Form so einfach und durchsichtig, dass man 
glauben sollte, er müsste sich auch ohne jede Integralbetrachtung be- 
weisen lassen; doch ist ein solcher Beweis bisher noch nicht geliefert. 
Ks wünle ausreichen, seine Gültigkeit bei der Theilung des Gebietes 
in lauter kleine Quadrate für ein solches darzuthun; aber gerade hierin 
liegiui bisher noch nicht gehobene Schwierigkeiten. 

Keschnlnkt man freilich den Bereis der Functionen auf solche, bei 
diMien Unstetigkeiten nur in discreten Punkten vorkommen, so ist der 
Ht»wi»is leicht zu führen. 

(}t*st*tzt, g (,'•; //) habe sich bei der Umkreisung einer bestimmten 
(•urvt^ als niolmleutig erwiesen, und das eingeschlossene Gebiet sei so 
kltMH, duHN höchstens ein einziger Unstetigkeitspunkt in ihm liegt, 
dtinn ktinii man zeigen, dass wirklich ein solcher im Innern vorkommen 
iiuiHN. Wir tlunlen das Gebiet in eine Anzahl kleiner Quadrate und 
duivliliiuleu die Umgrenzung eines jeden einzelnen. Dann ist es un- 
iiWlglioli, dasN man bei jedem dieser Einzelumläufe zu demselben Werthe 
/in'(lrkgt»lungt, von dem man ausging. Denn wäre dies der Fall, so 
iiidNHte mau auch bt^m Umlauf um die ganze Begrenzungscurve zum 
AuMgiiiigNwertho ku rückgelangen, da dieser sich aus jenen zusanunen- 
Nttt/nii lliHNt. Ks ntUHH also der Umlauf mindestens um ein Quadrat eine 
iMHllirlh* |)iHert»u/ zwischen Anfangs- und Endwerth liefern. Da wir 
(Im* (juiidriitn HO klein nmclien können als wir irgend wollen, so heisst 
\\m\ Ml <l(«iii betrolleuden Quadrate liegt ein Punkt, in dem q>{x,y) eine 
|llittli«liak(Ml> benity.t. 

|i|h kiMin aber auch vorkommen, dass die Function in dem ganzen 
Ijiililnln nlntig irtt, und dass sich an einer Stelle eine unendlich grosse 
Aii^tilil VMM l*UMkt(Ui lliulet, bei deren Einzelumlauf man imendlich 
klnMMi WnillMlillMiMtM/tMi, bei deren Gesammtmnlauf man aber eine end- 
liii|Mi WMrllMllllMrnM/ zwischen Anfiuigs- und Endwerth erhält. Gerade 
iImIm«! ivOidn im nm'Ii dann fragen, wie der Satz zu fassen ist. 
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§8. 

Das behandelte Theorem lässt sich auch auf die Fälle ausdehnen, 
in denen die ersten und die zweiten Ableitungen der Function nur mit 
Ausschluss gewisser im Innern des Gebietes liegender Theilgebiete 
endlich bleiben. In solchen Fällen erlangt man ein Gebiet, in wel- 
chem die aufgestellten Voraussetzungen gelten, wenn man die Be- 
grenzungen der Ausnahmegebiete durch ein- 
fache Linien in geeigneter Weise mit der 
äusseren Umgrenzung verbindet und darauf 
die Integration nach der in § 4 gegebenen 
Art ausführt. Die Integrationen über die 
Hülfslinien zerstören sich dabei, weil über 
jede Verbindungslinie hin und zurück inte- 
grirt wird. Es ist demnach die Summe der 
Integrale über das äussere und über die 
inneren Contouren gleich Null. Die letzten 
sind aber in entgegengesetztem Sinne durchlaufen wie das erste. „Wenn 
„man einmal über die äussere und dann über aUe inneren Begrenzungen 
„so integrirt, dass jedesmal die umschlossene Fläche zur Linken der 
„Fortschrittsrichtung bleibt, dann ist das erste Integral gleich der 
„Summe der übrigen." 

Wenn sich nicht ganze Gebiete, sondern nur einzelne Punkte im 
Innern des Integrationsbereiches befinden, an denen die för unseren 
Satz nothwendigen Voraussetzungen nicht erfüllt sind, so verfehren wir 
ähnlich, indem wir derartige Punkte durch beliebig kleine Kreise um- 
schliessen und dieselben im Sinne der obigen Auseinandersetzungen zu 
den Grenzen des Bereiches hinzunehmen. 

Solche, durch die Beschaffenheit der Differentialquotienten der 
Fimction gegebene Begrenzungen nennen wir insgesammt die natür- 
liche Begrenzung im Gegensatz zu der willkürlich angenommenen 
äusseren Begrenzung. Wir können übrigens die Function F{Xy y) so 
umgestalten, dass auch die äussere Begrenzimg zu einer natürlichen 
wird. Ist nämlich F{Xy y) längs der Curve h{x, y) = zu integriren, 
wobei innerhalb des Gebietes h(Xy y) < und ausserhalb desselben 
*(^; y) > ist, dann können wir eine Function S(x, y) hergestellt 
denken, so dass 

H{x,y)^F{x,y) (K^,y)^0) 

H{x,y) = {h{x,y)>0) 

wird; und im Allgemeinen sind dann die Ableitungen von H längs 
h(Xy y) = unendlich gross. Nun stimmen die Integrale JdF und 

Kronecker, Integrale. 4 
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J dH mit einander überein, und das Integrationsgebiet des zweiten wird 
durch seine natürliche Begrenzung bestimmt. Praktisch wird freilich 
durch unsere Festsetzungen nur insofern ein Vortheil erlangt, als diese 
Einführung, wie sich gleich zeigen wird, eine kürzere Ausdrucksweise 
erlaubt. 

§9. 

Wir betrachten jetzt eine Function f{e) von jet, in der wir für die 
Veränderliche s den complexen Werth x + iy setzen. Dann können 
wir f(ji) in einen reellen und einen imaginären Theil zerlegen 

t\z) = fix + iy) = q>{x, y) + i^(^, y), 

und OS ist 

r{p^ ^A^ + *y ) ^ df{x + iy) ^ 1_ dfjx + iy) 
I W ~ dix 4- iy) dx i dv 



d. Ii. 



i)dor 



d(jx + iy) dx i dy 

€i(p(x, y) , • dy(x_^y) _ 1_ ( dq>{x, y) , . dtpjx, yj \ 
' dx f" dx ' i \ dy "T" » ^^ J 

. dq>(x, y) dtlf(x, y) d^{x, y) . dipjx, y ) 
dx ex dy ' dy 



l)urrli 'rrenimiig des reellen vom imaginären Theile ergiebt sich 

()(f(ijn, y) ^ d^{x, y) , ^^Pi^^y) ^ _ ^_±i^y_y) 
if iv '^ cy '* cy ex 

ikIiu' in iHiHt^ror Irüheren, kürzeren Bezeichnungsweise 

(!i) Ti — V'^ ; 9^2 = — V'i • 

hin woiiorn DilVornntiation der letzten beiden Gleichungen liefert noch, 
in (Inrnnllinn Ho/tucluiungsart gesclirieben, 

IlttiriM^liltMi wir nun din beiden Ausdrücke 

y^atp + hrlfy 

In iliUMMi II und /> willkürliche reelle Constanten sind, dann wird 

* 

ij li UM ImI< diM' AuHflrnok 

jll, |/,/,|. I hdy ^ {a(p + htl})dx + (bq> — aili)dy 

li|M vMlIwillniliM'»» l)ilVi»n»niiai. Wir können daher auf (6) die Integration 
ttllWiMiilt'H, wli' wir nii» in don früheren Paragraphen an dF ausübten; 
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erstreckt man sie nach den Festsetzungen des vorigen Paragraphen 
über die natürliche Begrenzung der Function, so erkennt man, dass 
das Integral 

(7) J {(«9 + ^iö^^ + Q>9 — (^t)dy] 

den Werth Null hat. In dem besonderen Falle 

a == 1^ h = i 
liefert (7) die Gleichung 

(8) J{q> (x, y) -\-itix, y)) (dx + idy) =J'f(x + iy)d{x + iy) = . 

* 

,yEs ist das Integral jeder Function f(x + iy) einer complexen Ver- 
„änderlichen, erstreckt über seine natürliche Begrenzung, gleich NulL" 
Zu erwähnen ist, dass der Bezirk der natürlichen Begrenzung erst fest- 
gestellt werden kann, wenn man den Bereich des Complexen yerlässt 
und in den der zwei Veränderlichen x^ y hineingeht; die Umgrenzung 
ist eine Function der getrennten Variabein x imd y, nicht von x-^-iy . 
In der Form (8) ist der Satz unmittelbar ersichtlich, sobald wir 



Jf{z)dz = F{,) 



einführen; denn dadurch wird der Integrand von (8) gleich dF(x + *y)- 
Es handelt sich noch darum, festzustellen, wie die Bedingungen 
'für die natürliche Begrenzung hier zu fassen sind. Im Falle zweier 
reeller Variablen mussten die ersten und die zweiten Ableitungen von F 
eindeutig und endlich sein. Hier ist nun 

~~aS^ = ^^^' y) + *^(^' y) = 9 + ^> , 

^^^^ = — ilf{x,y) + i^{x, y)= — ti, + i(p'^ 
d'F . . d'F . . , ... d*F ^ , . 

J~t=(Pl +*^i-, ^^~ = 92 + **2 = — *1 +*9l ; ^ = — *« + *92 • 

Um die Endlichkeit und Eindeutigkeit der ersten Ableitungen von F 
zu haben, müssen wir dieselben Eigenschaften hinsichtlich der Function 

f(x + iy) = (p + iil; = -. (— ^ + i(p) 

voraussetzen; weiter fordern die Voraussetzimgen über die zweiten Ab- 
leitungen von F^ dass die erste Ableitung 

f{x + iy) = 9i + *>i = T (— ti + ig>i) = — (— ^2 + »92) 
endlich und eindeutig sei. Also sieht man: 
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,^ie natürliche Begrenzung für 

fix + iy) d{x + iy) 



j 



,,wird von denjenigen Punkten und Linien gebildet, in welchen f{X'\'iy) 
„oder f {x '\- iy) aufhört, endlich und eindeutig zu sein." 

•§ 10. 

In der Form (8) wird unser Satz am meisten benutzt; so wurde 
er 1814 zuerst von Cauchy veröffentlicht; diesem also gebührt das 
Verdienst, ihn in die Analysis eingeführt zu haben. Er war freilich 
schon vorher Gauss bekannt, der ihn in seinem Briefwechsel mit 
Bessel (18. Dec. 1811) ausdrücklich erwähnt; aber es ist doch ein 
grosser Unterschied, ob Jemand eine mathematische Wahrheit mit 
vollem Beweise und der Darlegung ihrer ganzen Tragweite veröffentlicht, 
oder ob ein Anderer sie nur so nebenher einem Freunde unter Discretion 
mittheilt. Deshalb können wir den Satz mit Recht als das Cauchy'sche 
Theorem bezeichnen. — Riemann hat den Satz zuerst auf die schwie- 
rigeren Theile der Analysis angewendet und die ersten wichtigen Re- 
sultate gewonnen. 

Am Schlüsse des vorigen Paragraphen haben wir gezeigt, dass 
der Satz in der Cauchy 'sehen Form nichts ist als ein formales Co- 
rollar des fillher von ims abgeleiteten; wir wollen deshalb auch jenen, 
auf zwei Veränderliche bezüglichen, als Cauchy 'sehen Satz bezeichnen.. 

Die neueren Fortschritte der Analysis beruhen wesentlich auf dem 
Cauchy' sehen Satze. Diese sind aber nicht, wie man es gewöhnlich 
ausdrückt, auf die Benutzung von complexen Variabein zurückzuführen, 
sondern einzig imd allein auf den Fortschritt von Fimctionen einer 
Variabein zu solchen mit zwei Variabein. Nicht einer mystischen Ver- 
wendung von y — i hat die Analysis ihre wirklich bedeutenden Er- 
folge des letzten Jahrhunderts zu verdanken, sondern dem ganz natür- 
lichen Umstände, dass man unendlich viel freier in der mathematischen 
Bewegung ist, wenn man die Grössen in einer Ebene statt nur in 
einer Linie variiren lässt. Die Functionen einer Veränderlichen treten 
als Grenzfall derer mit zwei Veränderlichen auf; und gerade an diesen 
Grenzen, diesen Ufern finden sich die Klippen, von denen das hohe 
Meer frei ist. Gauss hat den Sachverhalt in dem erwähnten Brief- 
wechsel vollkommen klar dargelegt. 

Solche Ueberlegungen sind auch für uns die Veranlassung geworden, 
in unseren Vorlesimgen gleich anfangs den Uebergang zum zweifachen 
Integrale zu vollziehen und ims nicht unnütz mit der Beschränkimg 
auf Functionen einer Variabein abzumühen. 
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§ 11. 

Wir geben schliesslich noch ein Paar Beispiele för die Oültigkeit 
bezw. Nicht-Gültigkeit des Cauchy' sehen Satzes. 
L Erstreckt man das Integral 

(9) nf(x + iy)"— ^ • (dx + idy) (n ^ 2) 

über einen Kreis um den Coordinaten- Anfangspunkt als Mittelpunkt 
mit dem Radius r, so dass man 

ic s=3 r cos V, y = r sin t; 

setzen kann^ dann erhält man 

^ I yn— iß(»— Del. r^Hdv = nr^i f e'^^'^dv 



= (r'»e»««')J''= r» — r» = . 

Hier gilt also der Cauchy'sche Satz für jedes r, wie es sein muss, da 
die natürliche Begrenzimg von r = cx> geliefert wird. 

n. Aus der directen Berechnimg des Integrals (9) erkennt man, dass 
der Cauchy 'sehe Satz auch für wesentlich positive n gilt, die kleiner als 
2 sind, obwohl dabei der Nullpimkt zur natürlichen Begrenzung gerechnet 
werden muss. Diese ist hier aber nur eine unwesentliche, wie wir 
sie nennen wollen, da die Integration über einen unendlich kleinen 
den Anfangspunkt umgebenden Kreis den Werth Null ergiebt. Als 
wesentliche natürliche Begrenzung wollen wir nur solche betrachten, 
über welche die Integration wirklich erstreckt werden muss, weil sie 
einen von NuU verschiedenen Werth liefert. 

in. Wir integriren jetzt 

dx + *^y 



j 



x + iy 

längs eines Kreises um den Nullpunkt mit dem Radius r. 
Die schon oben benutzten Polarcoordinaten liefern 

i I dv = 27ti . 



Hier gilt der Satz nicht; der Nullpunkt bildet die wesentliche natür- 
liche Begrenzung für das Integral. Es ist also der Logarithmus einer 
complexen Veränderlichen mehrdeutig; er ändert sich um 27ti bei ein- 
maliger Umkreisung des Nullpimktes, falls dieser zur Linken bleibt. 
Dieser Ausspruch muss aber präcisirt werden. log(a? + tt/) ist in 
Wahrheit nur ein zusammenfassendes Zeichen für die Summe zweier 
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reellen Theile, von denen der eine mit y—T multiplicirt ist. Man 
hat nämlich 

bei dieser Zerlegimg ist zu erkennen^ dass die Mehrdeutigkeit des ganzen 
Ausdruckes nur vom imaginären Theile desselben herrührt. Denn 
rc/J-log(a?* + y*) über eine beliebige geschlossene, den Nullpunkt um- 
gebende Curve erstreckt, liefert 0. Dies erkennt man, wenn man 
X = &(v) • cos Vy y = 0(y) • sinv setzt, wobei &(v) eine eindeutige 
von der Curve abhängige Function von v ist, so dass der Radius -Vector 
nach einem Punkte der Begrenzimg diese nur einmal trifft. Dann folgt 

27t 

Jdilog(a^ ^ f) =J'dlogeiv) = log ^> 



Der Factor von i wird dagegen bei dieser Substitution 

J'-x^^-' -^J^) f®(^) ««««(©'(«) sin« + e{v) cos«) 

— ®(v) sin »(©'(«) cos» — ®(v) sin»)] 



— 0. 



■J 





« 

rfv = 2;r . 



U«i <lieH«m letzten Integral wird der Integrand in a? = 0, y = mehr- 

/■ dx 

dffulig. Zu beachten ist, dass / ^'IT"^ "^ ^^ ^^8 S durchaus nicht in 



uriNnrnrn gewöhnlichen Sinne mehrdeutig ist. Die Function durchläuft, 
wiiriri i von bis oo geht, die WertheO bis y; nimmt man die Grenzen 

'V/ und + <^ > **o geht die Function von — -- bis + • Erst der 

lliilinrgfitig zum Complexen, d. h. eigentlich zu zwei Yariabeln, ruft 
Miilirdnutigkeit hervor. 



Vierte Vorlesung. 

Der erste Mittelwerthsatz. — Der zweite Mittelwerthsatz. — Beweis durch partielle 
Integration. — Abel' scher Hülfssatz. — Beispiel. — Zweiter Beweis des zweiten 
Mittelwerthsatzes. — Erweiterung. — Beispiel für die Nothwendigkeit der auf- 
gestellten Bedingungen. 

§ 1- . 

Bevor wir den C auch y 'sehen Satz auf die Berechnung von Inte- 
gralen anwenden können^ müssen wir Methoden angeben^ durch die 
man Integrale ihrem Grössenwerthe nach abschätzen kann, wenn unter 
dem Integralzeichen das Product zweier Functionen steht. Die hierauf 
bezüglichen Sätze heissen Mittel werthsätze; sie beschäftigen sich 
imserer Erklärung nach mit Grenzen ftlr den Werth eines Integrals 

x' 

(1) I q>{x) ' tlf(x)dx , 

Dabei sollen, damit die betrachteten Integrale überhaupt einen Sinn 
haben, ein- für allemal die Functionen q>{x) und i)(x) als im Bereiche 
(rCfl . . . x) eindeutig vorausgesetzt werden. 

Wir wollen zunächst annehmen, dass für jedes inzwischen Xq und 
X stets i\;{x) positiv oder gleich Null sei, und dass der Werth von 
g?(a:) stets zwischen einer imteren Grenze Mq imd einer oberen M liege. 
M^y M brauchen dabei nicht mit dem Minimum und Maximum von 
q>{x) innerhalb (a;^ . . . a?') zusammenzufallen. Es besteht dann die Un- 
gleichung 

n n 

1 1 

n 

< M2j (— ^2x-2 + i»ix)^(2x-l) , 
1 

in der wir unter x^y x^^ x^, . . , a?2n— i, ^%n = x' Theilpimkte des Inter- 
valles (a?Q . . . a:') verstehen, wie wir sie bei den Integral-Definitionen 
der ersten Vorlesung verwendet haben. Wenn man diese Annahme 
bei stets wachsendem n beibehält, dann ergiebt sich 



56 Vierte Vorlesung. 

(2) Jfo I ilf{x)dx^l ip(x)ilf(x)dx ^ Ml ij{x)dx 

Xo Xq So 

oder auch 

X* x' x' 

f(p{x)t{x)dx==^MQJrl;{x)dx+e'{M—MQ)lt(^^ 

Xq Xo Xq 

X* x' 

= Mq(1 — %)ji){x)dx + M%'j^{x)dx, 



(0<:^<1) 



Xo Xo 



d. h. 

*' ?' 

(3) A» (^) * (a^) d« = (*o -Mo + * -SO/ * (a^) <^a; 

Xo ar© 

Falls man annimmt, dass M^y M mit dem Minimum und Maximum 
von q>(x) in dem Intervalle {Xq, , . x) zusammenfallen, und dass fp{pc) 
das Intervall (3f,) . . . M) stetig durchläuft, muss auch Ö^Mq-^- dM 
unter den Functionswerthen vorkommen, d. h. es muss ein | geben^ 
für welches die Gleichung gilt: 

x' x' 

(4) J(p{x)^{x)dx = 9? {l)j rl;{x)dx K ^ S ^ ^') • 



a-o 



Noth wendig ist hierfür, dass q)(x) im Intervalle stetig ist, und dass 
il;(x) sein Zeichen nicht ändert. 

Man nennt den hierin ausgesprochenen Satz nach P. du Bois- 
Iteymond den ersten Mittelwerthsatz. Der Sache nach ist dieser 
Halz Hchoii Heit langer Zeit bekannt; Gauchy imd Dirichlet benutzen 
ihn liilufig. Am geringsten sind seine Voraussetzungen, wenn wir ihm 
mw der Formen (2) oder (3) geben. 

§2. 

Ili«)rari HchliesHt sich der auf ein Integral derselben Form (1) be- 
zllgliclM« zwint« Mittelwerthsatz. Sehen wir davon ab, die Voraus- 
Hf^izinignn NO fillgomniii zu fassen, wie es möglich ist, dann können 
wir iUm Hiitz hIh (JoroUar zu (4) auffassen. Dabei wird aber, wie 
^iiwi((t, wohl di« Form, nicht aber der wesentliche Inhalt des Theorems 

^««((iihifii. 

Wir iHihmon zu den Voraussetzungen von § 1 noch die hinzu, 

lUwh ff'd^:), VK*') differentürbar seien und bezeichnen 
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Dann wird [Vorlesung 1; § 10; VI), (18)] 

X X 

Jq>(x)dW(x) = iip(x) W{x))l'-fv(x)dipix), 

Xq Xo 

x' ' X x' X 

(5) / q>(x) ^{x)dx = yp{x) f ilf(x)dx) — / yp(x) 1 rl;(x)dx] dx . 

Xq Xq Xq Xq 

Setzt man in (4) 

X 

für q>(x) und tl;(x) ein 1 tlf(x)dx und (p'(x) ^ 
so geht (4) in 

x' X ^ m' 

I (9 (^) / t{^)clxjdx = f / rl^(x)dx) l 1 ip{x)dx\ 

Xq Xq Xq Xfj 



= (<p(^') — 9{^o))J^{^y^ 



über, und wenn man dies in (5) einträgt, erhält man 

*' x' ^ 

• I tp{x)rlf{x)dx=(p{x') I if(x)dx — {ffQc') — 9(^0)) / '^{p^)dx, 

Xq Xq Xq 

So gelangen wir zu der Form des zweiten Mittelwerthsatzes 

X* i • x' 

(6) / q>(x)^(x)dx = 9(^0) / ^(^)^^ + 9(^1 1 t(p^)d^ (^oi^S^^O • 



a?o Xo 



§3. 

Man kann aber von den, bei dieser Herleitung des höchst wich- 
tigen Satzes gemachten Voraussetzungen absehen, wenn man ihn auf 
eine andere Weise ermittelt, die von einer ganz principiellen Anwend- 
barkeit ist. Sie stützt sich auf eine von Abel in der Abhandlung über 
die binomische Reihe 11, Theoreme lU gegebene Formel (vgl. S. 21). 

Sind «Q, «j, . . . a«_i, a« positive, nicht zimehmende Grössen, 
«x—i^ax^O, und liegen alle Grössen 6^, 6^, . ..hn—i, bn zwischen 
den Grenzen -Mj, und M, so dass Mq <lhit^M ist, dann folgt, wenn 
wir in die Identität 
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^0^0 +^ «x-i(6x — 6x-i) =^ («x-i — «x)6x + anhn 
1 1 

rechts fiir alle bx einmal ihren kleinsten Werth Mq und einmal ihren 
grössten Werth M eintragen, die für uns wichtige Formel 



(7) Mqüq <: aX + ^ax^i(hx — 6x-i) < Ma,. 

1 

Bevor wir mit ihrer Hülfe den zweiten Mittelwerthsatz ableiten, 
wollen wir sie auf ein Beispiel anwenden. 

Wir setzen, indem wir unter n eine beliebig hohe Zahl verstehen, 

dabei sollen die c eine Reihe abnehmender, positiver Grossen bilden, 
für die wir überdies 

lim Cm+n = 

voraussetzen wollen. Femer setzen wir 

, 8iD.{2m-\- l)v j 8m(2»n + 3)t? , 8in(2m_+ 2n + l)t7 

" 8111 1? ' * Sin t? ' 8in V ' 

wobei wir sin v von Null verschieden und etwa positiv annehmen. Es 
wird dann 

ix — 6x— 1 ■=• 2co8 2(m + x)v ; 

für Mq, M können wir die Werthe 



sin V ' ' sin v 
wählen. Dadurch geht (7) über in * 

c.„_i_i c„ , , sin(2m + 1)« VTT c__i_i 

_ J?+i < J!L±^..l_J!l.^_ + >; 24+x cos2(m + x)t; < + -"^^ , 

Sin t? - sin t? ' ^^^ ~ ^ ' -^ =- ' sin t? ' 

x=l 
n 

_ !.':f?±l< y^2C;„+xCos2(m + x)t;<-^^-ti. 
sin V = -fcJ ^ ^ ' >' = sin t? 

X=:l 

Diese letzte Ungleichung zeigt, dass die Reihen 

Cq + 2ci cos 2t; + 2^2 cos 4t; + 2^8 cos 6t; + • • • 

unter den Bedingungen, dass die c positive, abnehmende, nach der 
Null hin convergirende Grossen sind, und dass < t; < ä ist, convergent 
werden. Das gilt also z. B. von 

2 008 2x0 



2'^.^ 



x = l 

für jeden positiven Werth von d. 
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Genau in derselben Art und unter den gleichen Bedingungen er- 
giebt sich die Convergenz der Reihen von der Form 

Cj sin 2t; + ^ sin 4t? + c^ sin 6t; + • • • 

§4. 

Wir können jetzt (7) zu unserem Zwecke für den Beweis des 
zweiten Mittelwerthsatzes benutzen. TJeber 9? (x) setzen wir voraus, dass 
es eine zwischen Xq und x' beständig abnehmende, positiv bleibende 
Function sei; dann dürfen wir 

»x = 9>(^2x-f 1) 

einführen; über il>(x) nehmen wir an, dass 



X 

I ^(x)dx 



endlich sei; dann dürfen wir 
60 = 0, 
hx = (^2—^0)^(^1) + (^4—^2) H^s) H h (^2x— a:2x-2)V(^2x-l) , 

6x — 6x-l = (a^2x iZ?2x— 2) V'C^x — l) 

einführen; Mq und M seien, wie oben, dadurch bestimmt, dass man 



hat. Dadurch wird (7) in 



M^^b,<M 



n 

-Mo9(^l) ^^ g>(pCi^^i)t(X2x-i){Xix — X2>c^2) < ^<p(Xi) 

1 

umgeformt. Lässt man bei festem Werthe von x^n = ^' die Zahl n 
wachsen während die Intervalle kleiner werden, dann kann man auch x^ 
mit Xq zusammenfallen lassen und erhält so 

(8) -Mo9>(^a) ^J q>{x)tlf(x)dx ^ Mtpipo^) . 

Xc 

Durch die Substitution (p(x) — (p(x') statt ip(x) werden die Voraus- 
setzungen nicht verletzt; die Formel lautet dann 

x' x' 

^obp(^o) — 9(^0] +9'(^') / ^{po)dx'^ j (p(x)tlf(x)dx 



(9) "^ 



X 



^M[(p(x„) — <p(x')'] + (f>{x')ji>(x)dx . . 
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Aus der ersten, bequemeren Form geht die Gleichung 

(10) Jq>{x)^{x)dx = (*o JMo + 6M)fp{x^) 

hervor, welche sich besonders einfach gestaltet, wenn das Integral 

I tl>(x)dx eine stetige Function seiner oberen Grenze bleibt. Nimmt 

rnun für M^y M das Minimum und Maximum der Integralwerthe inner- 
halb der Strecke {Xq. , , x'), so erkennt man die Existenz eines Werthes 
S; für welchen 

(11) j q>(x)tlf(x)dx = (p(xQ)J tlf{x)dx (^o^6<a?') 
int. Macht man dieselbe Operation mit (9), so folgt 

(\2)Jip(x)tl;{x)dX'-^<p(x^)Jtlf(x)dx + q)(x')J^ (x^^^^x'). 

*o «oft. 

Dhh g in (12) braucht natürlich nicht denselben Werth, wie das in 
(11) iiuftretondo | zu haben. 

In dieser endgültigen Form (12) ist der Satz als der zweite Mittel- 
wnrUiHatz von P. du Bois-Reymond bezeichnet und im LXIX. Bande 
dm JouriialH f. d. reine imd angewandte Mathematik vom Jahre 1868 
von^Hoiiilicht worden. Der Kern des dort gegebenen, etwas mühsamen 
abor h^irreiclicn Beweises stimmt mit dem unsrigen überein. 0. Bonnet 
hat «mieu andern geliefert, welcher die partielle Integration zu Hülfe 
nimmt. 

§5. 

Aus (11) lüsst sich imter Erweiterung der Voraussetzungen über 

(f)(x) Hofort (12) ableiten. Es sei (p(x) eine stets abnehmende Function, 

diu alx^r dabei aucli das Zeichen wechseln kann; dann unterliegt (p(x) 

(f)(x') den obigen engeren Voraussetzungen; führt man diese Diflfe- 

rtui'A ^iait (p(x) in (11) ein, so entsteht (12). Dasselbe gilt von (9). 

Km Hei ferner (p(x) eine in unserem Intervalle {Xq , . . x') stets zu- 
iM*hirMMidn Function; dann ist (p(x') — q}(x) eine von Xq bis x' stets 
libimhriH'nde, positiv bleibende Function. Setzt man sie statt (p(x) in 
MI) «Mt», HO entsteht wiederum die Form (12). 
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Es gilt daher (12), sobald (p(x) zwischen den Grenzen Xq und x' 
entweder nicht zu- oder nicht abnimmt, und wenn das Integral 



f 



tl;(x)dx 

«0 

für jeden Werth x des Intervalles (Xq , , , x) endlich und stetig bleibt. 
Endlich lässt sich unserem Satze eine noch grössere Verallgemeine- 
rung auf folgende Art verleihen: Man kann zulassen, dass die Function 
g>(x) abwechselnd steigt und fällt, wenn nur endliche Intervalle zwischen 
jedem Maximum und Minimum liegen. Man muss also angeben können, 

ob bei einem beliebigen Werthe x die Function q>(x) steigt oder fällt; 

• . . . . . 1 . 

das ist nicht immer möglich, wie z. B. bei — sich f ür a; = weder 

sc 

sagen lässt, dass es steigt, noch dass es fällt. Diese Begriffe verlieren 
hier den Sinn. An Stelle unserer Bedingung pflegt man häufig zu 
sagen: „(p(x) hat an keiner Stelle unendlich viele Maxima und Minima^'; 
allein dabei kann man sich nichts vorstellen. Unter der gemachten 
Voraussetzung lässt sich (Xq . . . x') in eine endliche Zahl von Inter- 
vallen (l^^ Xq ... Ig); (Is . . . I4); . . .; (Ssr-s ' "hr = x') zerlegen, so 
dass in jedem einzelnen Intervalle die Function ip(x) durchweg steigt 
oder durchweg fällt. Dann können wir filr ein jedes Litervall der 
Formel (12) entsprechend einen Mittelwerth bestimmen, der Art, dass 
für X = 0, 1, . . . r — 1 jedesmal 

^ ^ I 

*8x+a *2x+l *2x+2 

/ q>{ic)tl}(x)dx = (p{Ui)J ^{x)dx + (p{Ux-\-^J if(x)dx 

hx \x ^2x-fl 

t 

wird. Bezeichnen wir durch ^(x) die Integralfunction von ^(x), dann 
geht die letzte Gleichung in 

^2x-f2 

über. Summirt man von x = bis x «= r — 1, so kommt heraus: 



l 



(13) fq>{x) ^F'(x)dx = y 9(1,«) (W{U.+i) - "Piji».-!)) 

(1—1 ^ So > 6»r+l = 6»r) , 

oder in Integralform geschrieben: 
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(14) j q>{x)ilf{x)dx =^ <p{iix)J tl;(x)dx 

Natürlich kann man auf der rechten Seite von (14) das constante 9>(6«x) 
unter das Integral ziehen. 

Definirt man eine Function 0(x)j welche fOr i^x—i '^x < 6tx+i 
den Constanten Werth 9?(S2x) hat und also geometrisch eine Reihe von 
Strecken darstellt, deren jede der Abscissen-Axe parallel läuft und die 
Curve y = ^(a;) in dem Punkte a: = g^x berührt, der einem Maximum 
oder einem Minimum angehört, so kann man auch schifeiben: 

/ (p(x)ilf(x)dx == / 0(x)tlf(x)dx . 

Es lassen sich danach Punkte |^, £,, , . ., je einer zwischen einem 
Maximum und einem benachbarten Minimum finden, der Art, dass das 
Integral über (p(x)tlf(x) nicht geändert wird, wenn man die Curve 
y = (p(x) durch eine gebrochene Linie ersetzt, deren Theile abwechselnd 
der X- und der F-Axe parallel laufen. Die ersteren Stücke y^=0(x) 
berühren die Curve abwechselnd in den Punkten ihrer Maxima imd 
Minima und sind daher durch (p(x) allein bestimmt. Von den Seiten, 
welche der JT-Axe parallel sind, weiss man lediglich, dass sie in den 
Punkten, die zu 5i; 6s ; • • • gehören, die Curve durchschneiden. Man 
kann also von dem gefundenen Resultate nur da Nutzen ziehen, wo 
die Thatsache der Existenz solcher Zwischenwerthe selbst bereits weitere 
Schlüsse zulässt. 

§6. 

Zum Schlüsse dieser Vorlesung wollen wir zeigen, dass die über 
(p(x) bei der Formel (11) gemachte Voraussetzung sich nicht beseitigen 
lässt. Wir werden ein Beispiel geben, für welches der zweite Mittel- 
werthsatz nicht mehr gilt, weil die Function q)(x) nicht im ganzen 
Integrationsbereiche entweder niemals steigt oder niemals fällt. 

Für ilf(x) setzen wir Folgendes fest: Es sei 

tl;(x) = x+l i—i<x<—^), 
tp(x) = x (_^<a;< + ^), 

tl,(x) = x—l (+.^<a;< + i), 



Nothwendigkeit der aufgestellten Bcdingangen. 
daun wird, wie ja auch geometrisch ersichtlich ist, 
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i 



0£jil)(x)dx^l 



(6>-l) 



Femer nehmen wir für den Verlauf von (p(x) bei wachsendem x an, 
dass es für die Werthe des Argumentes zwischen — 1 und — ^ nahezu 




1 sei; dass es sofort hinter a; «=» — ^ rapid falle und nahezu bleibe 
bis zu a; ==» 0; dass es sofort hinter x = rapid steige und nahezu 1 
bleibe bis a; = + ^; u. s. f. Dann sieht man: 



8 

I <p(x)tlf(x)dx ist wenig von ^ verschieden, 



— 1 



/ (p(x)t(x)dx ist wenig von verschieden, 



2 



/ (p(x)ilf(x)dx ist wenig von { verschieden, 







■ 1 



I (p(x)tlf(x)dx ist wenig von verschieden. 



Hieraus ergiebt sich, dass 
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1 

/ fp(po)tlf(xydx wenig von \ verschieden 
—1 

JHt^ während 

q> ( — 1) / f(x)dx kleiner als ^ 
—1 

Hein wird. Der zweite Mittelwerthsatz versagt also hier, weil die Vor- 
auHsetzungen über (p(x)j die für (11) gemacht wurden, nicht mehr zu- 
treffen. 



Fünfte Vorlesung. 

Besonderer Fall des Dirichlet' sehen Integrals. — Das allgemeine Dirichlet*sche 
Integral. — Discussion der Voraussetzungen. — Nothwendige Bedingungen. — Geo- 
metrische Deutung. — Fluctuirende Functionen. — Das Fourier'sche Doppel- 
integral. — Keciprocitäts-Satz desselben. — Das Poisson'sche Integral. — 

Vertauschbarkeit zweier Grenzübergänge. 

§ 1. 

In dem Integrale 

b 

(1) • ß^/dx (0<a<6) 

a 

können wir, um den zweiten Mittelwerthsatz anzuwenden^ die zwischen 

a und b stets abnehmende Function - gleich g? (x) setzen und sin x 

gleich ilf{x) annehmen. Denn das von a bis h über ^{po) erstreckte 
Integral liegt zwischen M^ = — 2 und Jf = + 2. Es ist also 

6 

a 

b 

(2) lim f^^dx = (p<a<h). 



a 



Daraus folgt, dass (1) für ein constgutes a und wachsende h ein con- 
yergentes Integral ist, indem ja ein weit entfernter, über eine noch 
so grosse Strecke genommener Theil desselben beliebig klein wird. 
Wir betrachten jetzt 






/o\ T /'sinrc , ,. /'sina; , / sina; , , ,. /'sina; , 

(3) j = I dx = um / dx ^=^ I — dx -f- um I dx , 



7t 

2 



Der erste Theil des letzten Ausdrucks ist, da der Integrand endlich 
bleibt, selbst endlich, und die Existenz des zweiten Theils haben wir 
soeben gezeigt; folglich ist auch J ein convergentes Integral. 

Krön ecke r, Integrale. 5 
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Wir wollen den Werth dieses Integrals zu berechnen versuchen. 

Dabei sei bemerkt, dass die bis ins Unendliche erstreckte Inte- 
gration nichts anderes bedeutet, als das, was der zweite Grenzausdruck 
aussagt. — Aus dem Resultate (2) geht hervor, dass wir statt des 
stetig wachsenden c eine Reihe von steigenden, ganzen, positiven Zahlen 
substituiren können, ohne den Werth zu ändern, da das Integral zwischen 
c und der nächst tieferen ganzen Zahl nach (2) bei wachsendem c die 
Grenze Null hat. Wir gestalten J zimächst um, indem wir für x ein- 
tragcm nx\ auch die dann entstehende obere Grenze wollen wir durch 
c b(*z(jichnen und können uns auch dafür wiederum ganze Zahlen ein- 
gesetzt denken: 



c 



J = lim I dx (c wächst ganzzahlig). 



Weiter setzen wir — x statt x ein; das giebt [vgl. Vorlesung 1, § 10; V)] 

—e 



Uli 

— oo 


J 




X 


- u 


•Jü =-^ 


iliJ 


1 

00 


J 

— e 


X 


OD 
/* 


• 












n 




/s 


m XX 

X 


dx 




lim 

»1, M: 


=sX 


J 


I 6in xn , 


— ao 


X 

m 


K»> 



2J 



Die w/, n bedeuten hierbei positive, ganze Zahlen. Das letzte Integral 
z<'rlegen wir in eine Summe von Integralen mit demselben Integranden, 
cl(^n»n Grenzen von — m ab bis -{- n in der DiflFerenz + 1 fortschreiten: 



2J=lim yj'^dx-, 






und wenn wir für x einsetzen x + x und bedenken, dass 

sin (x + «)^ = ( — 1)' sin xx 
iHt, dann formt sich das Integral in 

«— 1 






um. Hier ist die Vertau3chung der beiden Grenzüber^nge — Integral 
uimI uhtmdliolie Summe — erlaubt, weil die Sunmie eine gleichmassig 
iM)nvi»rgirende ist (vgl.IIarnack: Die Elemente der DiflFerential- undlnte- 
Knilnu'hnung § KW, S. 23l>; und das Kriterium für die gleichmässige 
ConvttrgpiiK onwv UeiJie mit alternironden Gliedeni, ibid. § 127, S. 233): 
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1 n— 1 



(4) 2 J" = lim I ^inxjt ' dx^ ^— j- 



-"* 



Die ganze Schwierigkeit bei der Berechnung von J liegt also in der 
Auswerthung der letzten Summe. 

§2. 

Wir gehen, um diese Schwierigkeit zu überwinden, von der schon 
Euler bekannten Formel 



sm X 



xn _ 

00 



aus; der Accent an dem Productzeichen bedeutet, dass der Factor für 
den Werth x = bei der Productbildung ausgeschlossen werden soll. 

Setzt man darin für x em -^ , erhebt die entstehende Formel ins Quadrat 

und dividirt dann durch die ursprüngliche, so folgt 

Y* ii l^ + 2x + l) 

Differentiirt man dies logarithmisch, dann ergiebt sich 

_.--_.= i_ + V'(_ ly _ JZ_ _ A + yi\- ly -A- ; 

sin X w X ' ^J ^ t \ ^ ^ ^^ ^ X -\-yt.^ 

^ + T 

die Summe erstreckt sich über alle positiven und negativen ganzen 
Zahlen, die Null ausgenommen; aber gerade der in der letzten Summen- 
form hierfür fehlende Summand findet sich vor derselben. Man kann 
folglich schreiben 

(5) .-»_=^-"x---- 

^ ^ Bin xn ^^^ o; + X 

— 00 

Tragen wir dies als Grenzwerth der Summe in (4) ein, so erhalten wir 



oo 



(6) . J-/ 



Sin o; ■, n 

ax = -TT ' 



X — 2 





Im Anschlüsse hieran wollen wir noch eine Formel ableiten, deren 
wir bald bedürfen. Differentiirt man die erste Formel dieses Paragraphen 
logarithmisch, so kommt 



ö* 
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oo 



— « • 1 

heraus. Setzt man nun < a; < 1 voraus, so ergiebt dies 

nx < tang x% , nx cos xn < sin a?;r , 

n cos xn 8m xn ^ 
X rc* 

sinoDr 



Die linke Seite der letzten Ungleichung ist die Ableitung von 

diese Function nimmt also für positive Xj die kleiner als 1 sind, mit 
wachsendem Argumente ab. Da für sehr kleine Werthe von x der 
Quotient sich der Grenze ä nähert, so folgt 

sin xn 



X 



<Ä 



für positive x, die kleiner sind als 1. OflFenbar gilt aber dieselbe Be- 
ziehung auch für grössere x, da ja dann der absohite Werth des Bruches 
die Einheit nicht überschreiten kann. 

§3. 

Wir kommi'u jetzt zu einer Verallgemeinerung des bisher betrach- 
iaUtu Integrals, nämlich zu 

X 



v/Ai'\\oH wir als das Dirichlet'sche Integral bezeichnen wollen. 
Wir machen folgende Voraussetzungen: x' und w seien grösser als 
Null, und fix) sei eindeutig und nehme im Integrationsintervalle ent- 
weder niemals ab oder niemals zu. Dann können wir den zweiten 
Mittel wertlmatz in seiner Form (12) Vorlesung 4 anwenden, da nach dem 

Bin W X fC 

vorigen Paragraphen das Integral über ^{x) = — ^- endlich bleibt, 
nuA erhalten 



X 



t / . /-//A /*»i" w?^'' j I 2«/ '\ / sinwÄ« , 



^ 

%v^ wx' 



(0 < I < x') 



..,,,■. /*Min «« , 1 y./ »\ /sina;« , 
— /('»)J - a,— d^ + f(^ )jf — i— ^'^ ■ . 

ih'Ui*!! wir nun zu w >» cx> und machen dabei die Voraussetzung, dass 
4 itfii Null vi^rHcliieden bleibt, daim ergeben die Resultate von § 1 und 
^ )t ilii'iiiir VnrIeHung 
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CO frx' 

lim J, (_tv) = j; = m f'^^"- dx + f(x') lim f'^ dx 



«-^ 



(7) J. = li^^ fm ^hl;-*-^ da; = m f . 



Es fragt sich aber hierbei noch, ob nicht § == werden könnte; denn 
bei diesem Werthe würde der vorgenommene Grenzübergang unstatthaft 
sein. Wenn es möglich wäre, dass § == ist, dann gäbe der obige 
Ausdruck für Ji{w) 



X' 

sin wxn 





Wir hatten über f(x) vorausgesetzt, dass es innerhalb der Integrations- 
grenzen entweder niemals ab- oder niemals zunehme. Je nachdem der 
erste oder der zweite Fall eintritt, setzen wir 

f(x) — f(x) = g(x) bezw. f(x) — f{x') = g{x) . 

Dann wird g(x) in imserem Intervalle niemals wachsen und es wird 
an seiner oberen Grenze den Werth besitzen. Die letzte Gleichung 
würde dann aussagen, wenn man beide Integrale vereinigt, 



z 

ß 



/ X Bin wxn f f. 

g{x) aa; = . 





Wenn nun g{x) im ganzen IntörvaUe nicht beständig gleich Null ist, 
dann setzen wir wx = y und zerlegen das entstehende Integral in ein- 
zelne Theile mit deniselben Integranden, deren Grenzen 0, 1, 2, ... r, wx 
sind {r <^wx' <r + !)• Endlich tragen wir für y in das zweite dieser 
Integrale 2? + 1, in das dritte -sf + 2, ... ein und erhalten dadurch 



%ox 



fgi^y'^l^-^äx^Joi^Y^'^-dy 







■/" (-:) "^ "' +ß (^) '^^?^- "' + 





1 





In der letzten Form sind alle Integranden positiv, und fOr ein und das- 
selbe z ist jeder folgende kleiner als der vorhergehende wegen der über 
die Function g gemachten Voraussetzung. Man erhält demnach eine 
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Reihe von abwechselnd positiven und negativen Gliedern abnehmender 
Grösse; ein solches Aggregat ist noth wendiger Weise von Null ver- 
schieden. 

Die Annahme § = kann also nur dadurch verwirklicht werden, 
dass g{x) im Intervalle beständig Null ist; dann wäre f{x) = f{x') 
d. h. constant und auch gleich /*(0); das Resultat (7) ergäbe sich dabei 
unmittelbar. 

§4. 

Ueber die Function f{po), welche der Gleichung (7) genügt, haben 
wir die Voraussetzungen gemacht, dass sie eindeutig sei und im Inte- 
grationsintervalle entweder niemals ab- oder niemals zunehme. Es 
entsteht nun die Frage, ob man den Umfang dieser Bedingungen nicht 
verringern könne. Es lässt sich leicht zeigen, dass die Annahme 
ausreicht: „fix) besitzt im ganzen Intervalle nur eine endliche Anzahl 
„von Maximis und Minimis"; und dies genügt, um die Anwendbarkeit 
der Formel bei physikalischen Fragen darzuthun. Aber die Frage nach 
den geringsten Voraussetzungen ist gleichwohl theoretisch von hohem 
Interesse. P. du Bois-Reymond, der sich besonders eingehend mit 
ihr beschäftigt hat, verallgemeinerte den Bereich der Gültigkeit von (7) 
immer mehr, fand aber schliesslich doch Fimction^i, auf die der Satz 
nicht mehr passt. Wir wollen hier nicht bis zur Grenze des Erreich- 
baren vorgehen, sondern vielmehr die Bedeutung gewisser sehr aUge- 
meiner, hinreichender Bedingungen ans Licht setzen, dann die noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen angeben und diese endlich 
geometrisch deuten. 

Es ergiebt sich sofort aus (7), dass der Werth des Integrals von 
der oberen Grenze x' unabhängig ist, so dass 

b 

lim f - - sin wx%dx = (0 < a < &) 

10 = 00«/ ^ 



a 



wird. Hier hat der Nenner x keine Daseinsberechtigung mehr; diese 
bestand nur, so lange die untere Grenze war. Wir können also 
ohne Weiteres q>{x) statt f(x):x einsetzen; dann gilt die Formel 



(8) lim / <p(x) si 

10= » «/ 



sin wx%dx = 



nach den bisherigen Untersuchungen, so lange X(p(x) im Bereiche 
(a . . . 6) kein Maximum oder Minimum besitzt. Wir wollen allgemeinere 
Bedingimgen für (8) aufzustellen suchen. 
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Zunächst sei nur vorausgesetzt, dass (p(x) im Integrationsgebiet 
eindeutig und endlich, und zwar < M bleibt; die Frage nach den 
Maximis oder Minimis berühren wir nicht. Jetzt führen wir zuvörderst 

in das Integral (8) w; = — ein 



6 

lim I <p(x) sin -^ dx f 



imd substituiren x = öy, dann geht es in 






lim 6 f q>{(5y) sin yjt • dy 



a 

a 



über. Setzen wir femer r, s als die grössten ganzen Zahlen voraus, 
die in — , — enthalten sind, und bezeichnen 

^=r + <y, y-s+«J' iO<d,d'<l), 

so bekommen wir 



a 

lim ö I (p(oy) sin yjt • dy 



a 



= lim ö I (p(6y) sin yn * dy — lim 6 j q>{<fy) sin yx • dy 

r r 

•■+■ lim (J / ^>(fiy) sin yn - dy , 

Die Integranden wie die Intervalle der beiden letzten Integrale sind 
endlich, und ihr Werth bleibt unterhalb einer bestimmten Grösse; da zu 
beiden der Factor hinzutritt, so nähern sich die beiden letzten Glieder 
der Grenze Null, und für unser Integral bleibt zurück 

lim 6 f (p(6y) sin y% > dy , 

r 

Dies wandeln wir in der schon mehrfach angewendeten Art um: 
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lim ^ a I (p(oy) sin yn-dy = lim ^ 6 1 (— l)''9((yy + 6x) sin yndy 




*— 1 



= lim I sin yjc ' dy -^ (y(— l)*9(<yy + <y^) 





1 



<— 1 
sin y;r • eZj^ • lim ^ tf (— l)''9((yy + cx) . 

»• 

Wir wollen jetzt weiter voraussetzen, dass q>{x) im Integrations-Inter- 
yalle bis auf eine endliche AnzaU v von Stellen gleichmässig stetig 
ist. Dann können wir, wenn t eine gegebene, beliebig kleine Grösse 
bedeutet, eine andere Grösse 6 so klein wählen, dass fOr jedes x mit 
Ausnahme derjenigen, welche auf eine der v Stellen führen, stets 

I q>{py + 2x6) — q>(6y + (2x + l)(j) | < x 

wird. Solcher Summanden hat die Summe unter dem letzten Integral- 

2 2<y 

zwischen imd s vernachlässigt. Die v Stellen femer liefern einen 

Beitrag, der nicht grösser als 2Mv sein kann; somit wird die Summe 
unter dem Integrale 

r 

<r ^-^ + 2Mv6, 

und daher ergiebt sich 

«-1 *+i 



zeichen höchstens — ^— = — ^ — , wenn man den kleinen Unterschied 



lim ^, 6 I q>(jßy) sinnydy => . 



„Es gilt (8), wenn q)(x) zwischen a und h endlich bleibt und nur 
„an einer endlichen Anzahl von Stellen aufhört, gleichmässig stetig 



„zu sein." 



„Wenn also f{x) im Intervalle (0 . , , x') dieselben Eigenschaften 
„hat und zudem in der Nähe von auf beliebig kleiner aber endlicher 
„Strecke entweder nicht ab - oder nicht zimimmt, dann gilt 

x' 

(7) j; = lim //•(x)5?-;5?rf* = A0).|-'' 







Denn wir können dann das Intervall in zwei Theile zerlegen, in deren 
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erstem die früheren engeren Bedingungen gelten, während für den 
zweiten Theil des Intervalles die Formel (8) eintritt. 

Genügt g{pc) den eben aufgestellten Bedingimgen, dann genügt 
ihnen auch die Function 



X 



f(x) = g(x) „^ 



sm xit 



Führen wir diese in (7) imd in (8) ein, dann entsteht die Dirichlet'sche 
Form der Integralsätze 

x' 

(7*) lim /k^)'^'^„"'^^ = ifl'(<^) (^'>0) 

10=00 •/ 



10=« 





(8) lim f9(x)"^^^'dx = {0<a<h). 

10=3 00 t/ "^ * 



§5. 

Wir gehen jetzt auf die Gleichung (7) noch genauer ein. 

f(x) möge eine eindeutige, reelle, tntegrirbare Function von x be- 
deuten, die ihrem absoluten Werthe nach in dem Intervalle (0 . . . X) 
stets unter einer bestimmten Grösse M bleibt und sich für Werthe 
von X, die bis zur Null abnehmen, einem bestimmten Grenzwerthe /*(0) 
nähert. Setzt man nun 

f(x)-f(0) = f,(x), 
dann geht wegen 



lOX 



T / 8inu;a;jr , ,. /'sin yn j n 

lim I dx = hm / - *'- dy = ^ 





die Formel (7) in 



lim / fAx\ '-"""-*-'' dx = 



^ini \h{x) - 

10=3 00 *J 



über. 

Es handelt sich nun darum, zu bestimmen, wann der Werth der 

linken Seite für aUe a?' < X gleich Null wird. Hier setzen wir w =^ - - 

'und tragen <ra; an Stelle der Integrationsvariablen x in das Integral 
ein; dadurch erhalten wir für die linke Seite 



«' 



(9) lim ff,(0x)''%'"dx: 



ü 
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Da nuu auf Grund der Definition von f^ für irgend eine gegebene, be- 
liebig kleine, positive Grösse r und für irgend eine gegebene positive 
Grösse J der Werth x^ so klein angenommen werden kann, dass für 
alle Werthe von x^ die kleiner als x^^ sind, 

\foi!^)\<il 

wird; und da für alle positiven Werthe von x, wie wir in § 2 gezeigt 

haben, 

' %\u xn ^ 

X i ^ 

ist, so wird für alle positiven Werthe von x, die kleiner als 5 sind, 
und für alle positiven Werthe von (J, die kleiner als -j- sind, 

/. / V sin xn ' . X - 

/;.(«a^)-^-- <y, 

und also der a])solute Werth des Integrals 



I 



(10) Jacxy^pdx 







klc»in(»r als t. Der Grenzwerth dieses Integrals für abnehmende Werthe 
von (J ist dalier Null. Wir suchten nun die Bedingungen dafOr, dass 
[[)) don Werth habe; die Frage verwandelt sich durch unser jetziges 
H(»8ultat, weim wir von (9) den Werth (10) abziehen, in die, wann 



X 

n 



(tt) lim lu{6x)^^päx = Mm //• (x) sin ^ ^ = 

erfllllt ist. 

Mittels dos Litegrals (10) haben wir die untere Grenze von (9) 
durch oiiien beliebigen positiven Werth % ersetzt; ebenso kann man 
uiidi dio obere Grenze von (9) andern. 

DtMin für irgend welche positiven Werthe von x' und |' nähert sich 
(liiK Intogrul 



~+-^' 



d-') J f^(<fx) —— dx 



a 



mit iibn(*hni(Muloni cf doui Werthe Xull.^ Es verwandelt sich dies nämlich, 



.r 



WfMiM nniii .»* — ' + r setzt, in 
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Das mit 6 multiplicirte Integral ist seinem absoluten Werthe nach kleiner 

als ^— — , sobald 6 so gewählt wird, dass 6g •\- x' <iX bleibt, und 

man unter M^ den Werth M + | /"(O) | versteht; das Product wird 
demnach mit dem Factor 6 nach Null gehen. 
Addirt man nun (12) zu (11), so entsteht 

(13) lim //;((ya:)sin?~rfa; = lim f f^(0x)^-^^ dx . 

= t/ **' a=ü V 

? 

„Man kann denmach in dem Integrale (9), ohne den Werth, dem es 

sc 

„sich für 6 = nähert, zu ändern, die Gh-enzen und durch die 

* 

„Grenzen % und p §' ersetzen, wo g und g' willkürlich anzunehmende 

„positive Grössen bedeuten/' 

§6. 

Nachdem wir den Ausdruck, der zu imtersuchen ist, umgeformt 
haben, setzen wir in die Formel (13) für 5 irgend eine ungerade Zahl 

2m + 1 und wählen dann |' so, dass 1- |' der nächsten über dem 

Werthe von — liegenden geraden Zahl 2n gleich wird. Dann lässt 

sich der Ausdruck auf der rechten Seite von (13) als Grenze einer 
Summe von Integralen 

In-l J + 1 

lim ^, f f^ifix) sin o; Ä 

^^oJ ^ ^^ OYo(^^ + ^^) sin ^ Ä ^^ 

darstellen. Nehmen wir davon die Hälfte des ersten und die Hälfte 
des letzten Gliedes fort, die wegen lim/Jj((ya; + ^^) = beliebig klein 

gemacht werden können, dann lässt sich der letzte Ausdruck auch 
folgendermassen schreiben: 

(») * J^./2(-«' |---^T^ - '4!f^ -"'1 * -"- 



dx 

X 
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Das Verschwinden cftsselben liefert also die nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen für das Bestehen von (7). Natürlich müssen 
hieraus alle hinreichenden Kriterien entnommen werden können, und 
- wie wir schon früher hervorgehoben haben — liegt darin gerade das 
Wichtige: praktisch brauchbare imd dabei umfassende hinreichende Be- 
dingungen aufzustellen. Wir begnügen uns nach dieser Seite aber hier 
mit dem in § 4 Gegebenen und wollen jetzt nur noch die geometrische 
Deutung unserer letzten Bedingung darlegen. 

Setzt man voraus, — was freilich als Voraussetzung ziemlich viel 

f (x) . 
Hagen will, — dass die Gleichung y = - - in rechtwinkligen Coordi- 

fiaien Xj y eine Curve S repräsentirt, so kann man dazu ftir jeden be- 
HÜrnmten Werth von a eine zweite Curve 6^ construiren, welche durch 
die Gleichung 

t/ = (^^ 4- {(^ — fA^^&J^\ sin — 

für die Werthe von x = (^2m -f- l)<y bis x = 2nö dargestellt wird, 
.lede solche Curve 6„ , deren Ordinaten für einen zwischen 6h und 
a(h +1) gelegenen Abscissen werth ax -^ öh auch durch 

ax-f-ah ' ^ ^ \ ax + <fh ax -\- ah -^^ a / 

(0<a;<l) 

dargestellt werden, schneidet die ursprüngliche Curve S in den Punkten, 
deren Abscissen ganze Vielfache von 6 sind. Denkt man sich in diesen 
Schnittpunkten die Curve S^ abwechselnd über und unter der Curve 6 
verlaufend, so „umschlingt" sie die Curve S desto enger, je kleiner <y 
wird. Drückt man den von den beiden Curven 5 und Sa umschlossenen, 
in üblicher Weise positiv oder negativ zu rechnenden Flächenraum 
durch ein Integral aus, so entsteht das Doppelte von (14). Die Be- 
deutung des Verschwindens von (14) mit abnehmenden ö lässt sich 
idso dahin formuliren: „Es soll die Umschlingung der Curve ®a um 
„die Curve 6 mit abnehmenden a eine inmier engere werden, und zwar 
„in der Weise, dass dabei der Gesammt- Zwischenraum beliebig ver- 
„kleinert wird." 

Die Untersuchungen über die aus (14) zu ziehenden hinreichenden 
Bediugimgen haben wir in dem Aufsatze: „Ueber das Dirichlet'sche 
Integral" (Monatsber. d. Berl. Akad. d. W. 1885 (0. Juli) S. 641—665) 
genauer dargelegt. 

%^^ » 

Wir wollen jetzt das Dirichlet'sche Integral nach der Richtung 
liin verallgemeinorn, dass wir an die Stelle des Sinus eine allgemeinere 
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Function einfiüiren^ welche mit dem Sinus die Eigenschaft gemein hat, 
dass sich in jedem Intervalle von einer bestimmten endlichen Grosse 
mindestens zwei Argumentwerthe befinden, für welche die Function 
ihr Zeichen wechselt. Mit dieser Verallgemeinerung beschäftigte sich 
P. du Bois-Beymondin der Arbeit: „Ueber die allgemeinen Eigen- 
schaften der Klasse von Doppelintegralen, zu welcher das Fourier'sche 
Doppelintegral gehört" (Joum. f. d. r. u. a. M. LIX, S. Oft — 108; 1868); 
aber schon vor ihm hat der berühmte Mathematiker W. R. Hamilton, 
ganz in die Tiefen seines eigenen Geistes versenkt, die Dirichlet' sehen 
Sätze in dieser Allgemeinheit aufgestellt. Die betreflende Arbeit, die 
wie es scheint, bisher gar nicht beachtet ist, befindet sich in Band XIX 
S. 264fiF. der irischen Akademie (1843). Vermuthlich hat er den 1821» 
erschienenen Dirichlet' sehen Aufsatz gar nicht gekannt. Seine Arbeiten, 
welche etwas schwer zu lesen sind, weil er ganz und gar seine eigenen 
Methoden hat, sind erst zum Theil gehörig ans Licht gezogen; so sein 
„System of rays" aus den Transactions of the R. Irish Acad. Bd. XVI 
durch Herrn Kummer 's Untersuchungen über die Strahlensysteme, 
und das sogenannte Hamilton 'sehe Princip durch Jacob i. 

Wir wollen uns im Folgenden an die Hamilton'sche Arbeit an- 
lehnen, jedoch die von uns benutzten Methoden auch hier beibehalten. 
Hamilton nennt Functionen mit der oben präcisirten Eigenschaft 
fluctuating functions. Wir wollen solche fluctuirenden Func- 
tionen mit fl{x) bezeichnen. 

^(a;) sei eine Function, welche die Bedingungen der Endlichkeit und 
der gleichmässigen Stetigkeit erfüllt. Es soll dann festgestellt werden, 
welches die noth wendigen Eigenschaften von fl(x) sind, denen zufolge 

6 

(15) lim i tp{x)fl(tvx) dx = 



a 



wird. Setzen vrir wieder iv = — , - = y^ dann geht die linke Seite 
von (15) in 

^möj q>{0y)fl{y)dy = lim G^\j q>{py)fl{y)dy +Jq>{py)fl{:y)dy^ 

^ ^ y V . 

^2x ^2x + l 

n 

über; hierin sollen mit y2x, 2/2 x+i, ... diejenigen Argumentwerthe be- 
zeichnet werden, für die ßiy) 8®^^ Zeichen wechselt; y^r ist derjenige, 
welcher nächst grösser als — ist, y^^ derjenige, welcher nächst kleiner als 

ist. D.iss dabei am Anfang und am Ende je ein Stückchen weg- 



( 
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gelassen wird^ macht wegen des Factors nichts aus. Durch diese 
Zerlegung hat man es erreicht, dass unter jedem einzelnen Integral- 
zeichen fl(f/) sein Zeichen nicht ändert, dass aber beim üebergang von 
einem jeden zum folgenden eine Zeichenänderung eintritt. Auf jeden 
der beiden Theile der Klammer kann man den ersten Mittelwerthsatz 
anwenden: 

Iim<y^|9?(<yd2xy2x + <y*2x+iy2x+i) 1 ßdd^y (*2x + *«x+i = l) 



^2x 



^8x4-2 



+ (pipSix + lVix-^-l + <y*2x + 2y2x+2 //'%)dy| (*2'x+l + *2x+8=l) 

^2x+l 
,— 1 ''2X+I *'2x+2 

hx • «'2X 

wobei zlO den Ausdruck 

9(^'2xy2x + <^*2x+iy8x-fl) — ^>{<iSi»+iy%»+l + <^^ix+2y2x+2) 

bedeutet. 

Aus der Annahme der gleichmässigen Stetigkeit von 9>(y) folgt, dass 
die Differenz, welche mit zJO bezeichnet ist, durch geeignete Wahl von 
6 kleiner als eine vorgeschriebene Grösse r gemacht werden kann, wie 
auch X angenommen wird. Setzen wir voraus, dass j/'l(y)|<c 
ist, wobei c eine endliche Grösse bedeutet, dann wird der erste 
Theil der Summe kleiner als 



o-r-c^- -^J = TC (6 — a). 



also beliebig klein. Danach bleibt als nothwendige Bedingung fär das 
Bestehen von (15) noch zurück: 

lim^9)(<y*2x+i!/2x+i + (fS2x+2yix+i)(f I fl(j/)dy = , 



''2X 



oder, weil g> endlich bleibt, 

(16) lim yj fcfldddy = lim ffl(y)dy = . 



'2x — 

a 



Diese Bedingung wird von der Sinusfunction erfüllt, da 
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J sin j/ dy =- —J sin y dy (y,, = y^n) 

ist. Aber (16) ist viel weiter greifend; es reicht z.B. fi5r die Richtig- 
keit von (15) schon aus, v^enn das Integral von keiner höheren Ord- 
nung unendlich gross wird als -^ • 

yä 

§8. 
Ist die Bedingung (16) erfüUi, so wissen wir, dass 



lim J ip(x)fl (~\dx ^ 



a 



ist. Für ^(a:) = 1 liefert dies 



h 



lim lfl{^)dx = 0. 

a 

Hieraus folgt dann sofort wieder die Gleichung 

? ? 

(17) lim I q>{x)fl('^)dx = \im(p{d)'lim lfl('')dx, 



wobei p eine beliebige positive Grösse und fp{x) eine im Intervalle 
(0 . . . p) entweder nur steigende oder nur abnehmende Function be- 
zeichnet, sobald angenommen wird, dass für alle p 

p 
hmj'fl{^)dx (0<p^p) 



zwischen bestimmten endlichen Grenzen liegt. Denn dann darf man. 
auf die linke Seite von (17) den zweiten Mittelwerthsatz in der Form 
Vorles. 4 § 4 (11) anwenden; durch ihn erhalten wir 

? ?" 

Jq>{x)fl{^)dx = lim q>(d)ffl (|) dx (0 ^ p,^p)', 

.a .: .e .. e.. ^: ' , 

0^\im(p(d)ffl{-)dx 

(J=0 «/ ^ ^ ^ 

ist, so folgt hieraus (17) durch Addition der beiden letzten Gleichungen. 

Unsere Erörterungen über die nothwendigen Bedingungen lassen 

sich gleiclifalls auf die allgemeinen fluctuirenden Functionen übertragen. 
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§9. 
Die Dirichle tischen Sätze wenden wir jetzt auf das Integral 

lim fF(x + u)'^^^^^^^dx {b,b'>0) 

io = <x>t/ , ^ 

— 6' 

an. Wir zerlegen es in zwei Theilintegrale, von — b' bis und von 
bis + h und tragen im ersten von beiden die Variable — x statt 
X ein; dadurch resultirt 

6' 6 

T r-r^/ X sin wxn , , .. / x^/ • \ sin wxtc , 

lim I jr(i^ — a:) dx +^lim I j?^(w + x) dx , 



Setzen wir also von F(u + x) voraus, dass es in dem Intervalle ( — b' ...b) 
bis auf eine endliche Anzahl von Stellen gleichmässig stetig, eindeutig 
und endlich sei, und dass bei einem bestimmten u tüi hinreichend kleine, 
positive, beständig abnehmende Ä, d' die Werthereihen 

F(u^d'), F(u + ä) (lim*, d' = 0) 

kein Maximum und kein Minimum aufweisen, dann sind alle Bedingungen 
für das Bestehen des Dirichlet'schen Integrals erfiillt, und man erhält 
für einen solchen Werth von u 

(18) lim fF(x + u)'^''— dx == -'^-{]imF{u+d) + \unF(u-d'y]. 

10 = 00 t/ , ^ ^ 6=0 a'=o 

— 6 

Diese Gleichung gilt deshalb für jeden Punkt u von den festgesetzten 
Eigenschaften und auch für jeden Werth u innerhalb eines Bereiches 
(Cq . . . c'), für welches F(u) in jedem Punkte die angegebenen Eigen- 
schaften besitzt; natürlich muss die Function für den Bereich 

(- 6' + w . . . + 6 + u) 

eindeutig, endlich und bis auf einzelne Punkte gleichmässig stetig sein. 
Setzen wir jetzt a; -}- w = v, so geht (18) in 

lim fF(v) ?^i*iZli*)? dv = ^ [lim F(u + d) + lim F(u - S')] • 

«, = •*/,. v — u A j^o ^.^Q 

— 6 4"" 

über. Hier sind die Grenzen des Integrals so beschaffen, dass u zwischen 
ihnen liegt, da — fc'+w<M<6 + M ist; im Uebrigen sind sie be- 
liebig. Wir können also auch schreiben 



a 



(18*) lim Jf{v) '^^^T-!*)^ rf^ = y [lün F{u + d) + lim F(w - d')] , 



(»0 < w < «') 
wobei a^ nicht negativ zu sein braucht. 
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Jedenfalls findet sich u zwischen den Grenzen — cx) und -f" ^^ 5 
folglich gilt auch 

+ 00 

(19) lim Jf^v^^^^^J"^- dv = ^ 



ir=ao 

— « 



„wenn F{v) beständig endlich, eindeutig und bis auf eine endliche Anzahl 
„von Stellen gleichmässig stetig ist, für jeden Werth w, für den sich 
„angeben lässt, ob die Function für ihn steigt oder fällt". Ist -F(m) für 
einen solchen Werth stetig, dann nimmt (19) die einfachere Gestalt 

-1-00 

(20) lim /V(tO-'>''^^"^^%Zt; = ;r.F(M) 



10 = 00 

X 



an. 

Hinsichtlich der Bezeichnung sei erwähnt, dass Dirichlet und 
Biemann manchmal kürzer 

F(u + 0) statt lim F(u + d), 

F(u - 0) „ lim F{u ^ <J') ^*' ^ ^ ^^ 

schreiben. Wir wollen aber von dieser Schreibart keinen Gebrauch 
machen, weil dadurch demselben Zeichen, der Null, zwei verschiedene 
Bedeutungen gegeben würden, die der „vollendeten" Null, wie sonst, 
und die der „erst werdenden", wie jetzt hier. Wir haben ferner ver- 
schiedene d gewählt, um nicht imnöthiger Weise die Vorstellung zu er- 
wecken, als ob die Annäherung an u von grösseren wie von kleineren 
Werthen her in derselben Art vor sich gehen müsse. 
Weil nun 

ßiu w{v — 14) Ä 



yJ cos (v 



u)z7C ' dz = 



V — M 



iaiy so gestaltet sich (19) in 

-f-oo -{-<*> 

(21) fF(v)dv j cos (v — u)Z'X'dz^ lim F(t* + d) + lim F(m — i') 

— oo —00 

um. Dies ist das Fourier'sche Doppelintegral. In ihm bedeutet 
F{v) eine endliche, eindeutige, bis auf eine endliche Anzahl von Stellen 
gleichmässig stetige Function; und (21) gilt für jeden Werth u, für 
welchen angegeben werden kann, ob die Function bei wachsendem 
und bei abnehmendem Argumente steigt, oder ob sie fällt. 

Dieses sogenannte Fourier'sche Doppelintegral hat bei seiner Ent- 
deckung einen ungeheuren Eindruck auf die mathematische Welt gemacht. 

Kroneo'ker, Integrale. C 
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Zum ftrstcn Male wurde gezeigt, wie sich eine nahezu beliebige Function, 
die nur den erwähnten Bedingungen zu genügen braucht, in mathe- 
matinchc Formen fügt. Die Formel (21) behält auch, wie P. du Bois- 
Heymond in seiner erwähnten Arbeit zeigt, für beliebige fluctuirende 
Functionen, die an die Stelle des Cosinus gesetzt werden, ihre Gültigkeit. 

Bei (21) wie bei dem Dirichle tischen Integrale ist es interessant, 
ilfiHH dr^r Wcrth des Integrals durch den Functionalwerth F(u) einer 
rfinzigen St(jlle festgelegt wird; der Inhalt des Integrals ist gewisser- 
nuiHHdu in der Umgebung eines einzigen Punktes concentrirt. 

IJnHcn^ Betrachtungen weisen das Fourier'sche Doppelintegral 
uIh (Jorollar des Dirichlet'schen Integrals nach. Diesen innigen Zu- 
MHinmimhang hat wohl P. du Bois-Reymond zuerst erkannt. 

Die Btnleutung von (21) liegt darin, dass das Argument u nicht 
mehr unter dem Functionalzeichen, sondern nur unter dem Cosinus- 
zeichen vorkommt; dadurch werden viele Schwierigkeiten gehoben, die 
sich sonst bei der BehaniUung von Aufgaben namentlich aus der Wärme- 
theorio einstellen. Dazu hat Pourier das Integral auch verwendet 
und eine K^ihe von Problemen erst dadurch lösbar gemacht. 

§ 10. 
Wir hatten die Formel aufgestellt: 

( l S*) lim / V(r) !5J^^^n'*)'^ rf,, = l [lim F(h + d) + ]imF{u — d")] 

(^o<M<^'); 

h ionin knüpft sich die Frage nach dem Werthe der linken Seite von 
(IS*) unter der Vonuissetzung, dass u ausserhalb des Gebietes (fi^,...a') 
lii^l^t. (besetzt M läge oberhalb n', imd es wäre a" grosser als h ge- 
wllhli, 80 tlass man a' <^u<Ca' hätte, dami würde aus (18*) 

lim / t\r) "" ' dv = - [lim F{u + d) + lim F(ju — d')] , 






lini / l'\v^ ^"* **^ '^* "~ ** iir = |! [lim F\ft + * * -f" ^ F(u — d')] 



.►., 



Itil^iMi, und wtMUi man die erste Gleichung von der zweiten subtrahirt: 

l I h** ) lun I f in ' dv = l „ ^ ^ ^ /,' ■ • 

Wir hiibon dio ()ülii>(koit von ^1^**) ^>ig^^üüich nur unter der Annahme 
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^0 "^^ ^' "^ ** bewiesen; ofiFenbar können wir aber die zweite Möglich- 
keit w < a^, < a in derselben Art behandeln. (18**) ist die Ergänzungs- 
forrael zu (18*). Wir könnten sie auch direct beweisen, doch über- 
gehen wir dies hier. Natürlich müssen die über F{iC) gemachten 
Voraussetzungen auch in dem erweiterten Gebiete gelten. 

§ 11. 

Das Fourier'sche Doppelintegral lässt sich in einer sehr merk- 
würdigen Form darstellen, die von Cauchy gefunden worden ist. 
Es ist nach Vorlesung 1, § 10, V) 

+00 

/ sin (v — u)zic - dz = , 

00 

und also auch 

-f « +» 

/ F{v)dv I i . sin {y — H)z7C'dz=^0 , 



OO 00 



Addirt man diese Gleichung zu (21) und setzt 'F{u) als bei n stetig 
voraus, so entsteht 

-f-flO +00 

I F(v)dv I €^"'"'^'''*'dz = 2F(ti) . 



— « — » 



Für z wollen wir 2z einsetzen, die Exponentialfunction zerlegen und die 
Integrationsordnung verändern: 



CO OO 



J e-^"''"'dz fF(v)e'^'''''ulv = F(ti) . 

— » — « 

Das innere Integral, welches eine Function von z ist, bezeichnen wir 
mit G(z)'^ schreiben wir dann y statt z und x statt u, dann erhalten 
wir das bemerkenswerthe Gleichungssystem 



CO 



fF(x)e+''»''<dx=G(y), 

JG(if)e-*^y'"dy = Fix) . 

Die Reciprocität, welche zwischen F{x) und G(x) besteht, wird voll- 
ständig, wenn man imter F{x) eine gerade Fimction versteht. Denn 
in diesem Falle gehen die Formeln (22) wieder imter Berücksichtigung 

von Vorlesung 1, § 10, V) in 

6' 
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OD 



2 / F{x) cos 2xyn • dx = G(y) , 

(23) 

2 / G(i/) cos 2xy7t • dy =- F(x) 





über. 



Wir brauchen übrigens zum Zweck dieser Beweise das Gebiet der 
reellen Grössen nicht zu verlassen. Der Glaube an die Unwirksamkeit 
des Imaginären trägt auch hier wie anderweitig gute Früchte. Wir 
führen in (21) 2z statt z ein: 



00 



/ F(v)dv I cos 2(v — u) zn dz = F{u) , 

— 00 — ao 

und schreiben hierin einmal — v für v und dann zweitens — u för ii; 
dadurch entsteht 



OO 00 



I F(^ — i;)^;; I eos 2(t; + ^)^^ ' d^ = F(u) , 



■00 00 

OD 00 



/ F(y)dv I cos 2(v -^ u)zjc- dz = F{ — u) . 



— 00 — 00 



Verbindet man diese beiden Gleichungen durch Addition und durch Sub- 
traction und setzt 

UFix) - F{- x)) = F,{x) , 
wobei Fq eine gerade und F^^ eine ungerade Function* wird, so entsteht 



OD 



/ FQ(v)dv j cos 2(y + u)z7C • dz = F^^{u)^ 



— ac — 00 

00 00 



/ F^{v)dv I cos 2(t; + u)zn - dz = — -P\(t*) • 



— 00 — ao 



Hierin entwickelt man den Cosinus, vertauscht die Integrationsordnung 
und berücksichtigt Vorlesung 1, § 10, V; dann kommt 



00 00 



/ cos 2uz7c • dz f Fq(^v) cos 2vzn • dv = Fq(u) , 



ao —00 

OD 00 



/ sin 2uZ7C ' dz f F^ {v) sin 2vzn • dv = JF\ (?<) 



eo 
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heraus. Dieses Resultat ergiebt die folgenden beiden Gleichungs- 
Systeme: 



QO 



/ Fq(x) cos 2xyx - dx = O-oiy) f F^ (x) sin 2xy7t dx= G^ (y) , 



— oo I — 00 

00 00 



J God/) cos 2xy7C • dy = Fq(x) \ J G^{ij) sin 2xy% • dy = F^{x), 



— ae —00 



oder in ein System zusammengefasst, die reciproke Beziehung 



00 



/ Fa{x) COS {2xy — ^ a)« » dx =^ Ga (y) 
(24) "'. (« = 0,1) 

/ Ga(jif) COS (2xy — ^ a)ji • dy = Fa(x) . 



— flO 



§ 12. 

Das jetzt zu behandelnde^ sogenannte Poisson'sche Integral unter- 
scheidet sich von dem Dirichlet'schen Integrale wesentlich nur durch 
die verschiedene Folge zweier Grenzübergänge. 

Setzen wir in (7*) 2m + 1 für w ein, wobei wir unter n eine 
ganze positive Zahl verstehen, und nehmen ferner statt x die Variable 
V, so können wir schreiben 

^ /' 

i lim f(d) = lim ^ / fiy) cos 2xv7C - dv 

\ i- («J' > 0)- 

= lim lim^^ l f\v)r^''Q,os2xv% • dv \ 



« «) 



denn die endliche, von — n bis + n erstreckte Summe wird durch 
den hinzugefügten Factor, der bei jedem Summanden den Werth 1 an- 
nimmt, nicht geändert. Nun ist aber 



00 



'ST] ^ re^ r cos V — r* , . r sin v 

^ r er '^ — ^^„, ~ i — 2r cos « -f7* » ^ i — "2r cosV +~r'' ' 



also 



QO 



^-7 1 f« 

1 + 2 /, r*cos 2xv7t = . -„--, - ^ - . — 5 , 



und demnach liefert die Dirichlet'sche Reihe für 
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lim lim /^ 1 f{v)r^*^ cos 2xt?;r • dv 

'•o 

= lim lim /^ 1 /'(t;)rl''' cos 2xvii • dt? 

" 



<J' 



lim / f(v) . — -- — i — j dv 



den Werth 



r 





0=0 

„wemi es erlaubt ist, die Folge der Grenzübergänge n = oo und 
„r = 1 zu vertauschen". Das Integral 

()' 

lim 1 f(v) ^^~ i — i dv 

^^ j c/ ^ 1 — 2 r cos 2 ü TT + r^ 



ist das Poisson'sche. Ob es aber den angegebenen Werth hat, muss 
noch dahingestellt bleiben; denn die vorgenommene Vertauschimg ist 
bisher nicht gerechtfertigt. 

Wir gehen behufs der Auswerthung des Po isson' sehen Integrals 
folgendermassen vor: 

Es ist identisch 



1 — 2r cos 2vn + r' (1 — r cos 2vny + r* sin* 2vn ' 

und daraus ersieht man, dass dieser Ausdruck für constantes r und 
veränderliches v sein Zeichen nicht ändert. Demnach kann man auf 
das Poisson'sche Integral den ersten Mittel werthsatz anwenden; das 
liefert uns 

lim / f(i^ — -~ .- , rfv = lim f(s) 1 ■ - — ^ . — i dv . 

r—i t/ ^ 1 — 2r cos 2vn + r* ^^j' ^ ^J 1 — 2r cos 2vn + r* 



Durch Differentiation erkennt man die Richtigkeit der Gleichung 
Jl - 2r'coT2L-+ r« ^'' = (i- ^^^ *^^&(I^J ^^"« ^^))'!! ^ 



a 



und so wird 



lim J f(v) ^ __ ^^\^^ ;J -^ ^, rfi; = hrnfis) l arc tang (J-^^J tang d'n) 





= */•(*) (0 < f < *') • 
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Die Anwendung des Mittelwerthsatzes fordert dabei die Voraussetzung, 
dass fiv) im Intervalle (0 . . . d') endlich bleibt. Setzen wir in der 
letzten Gleichung f{v) = 1 , so folgt, wie auch aus der vorletzten, 

6' 
r 1 — r- 

^^1 ^ 1 — 2rco8 2v7r + *■ ^ ' 



Ü 



das Integral ist demnach von d' unabhängig, und es wird folglich 

6' 

lim /- — K-^-^l-—_r-\äv==0 (0<*o<*'); 

^^j -/ 1 — 2r cos 2vä + r* ^ ^ o^ /» 

lim ffiy) . ^— I— T— . dv = lim f{ri) i -- i^-"" ""J "-x-i = 

^^j */ '^ 1 — 2r cos 2üÄ + '' r=i </ ^ "~ 2rcoH2t;» + r^« 

ö' 

lim / f(v) \- — „ ö 1 -- ^v 

^^1 «/ '' 1 — 2r cos 2vw + r- 



= lim / /(v) - - 7, -~ ^^ 1 — 5 dv + lim / f(v) - — ^ — ^^ — i—idv 

r^iJ ' ^ ^ l — 2r cos 2vn + *" r=iv '^ 1 — 2r cos 2vn + r* 

Oo 

= iAO (0 < « ^ «Jo) • 

Lässt man jetzt bei unverändertem d' den Werth ä^ nach Null gehen, 
dann resultirt der Werth des Poisson^schen Integrals 

(25) lim lf(v)- — ^ trr _L ^ dv = -\Umf(e), 



und dies stimmt mit dem oben erhaltenen Werthe überein. Ueber f{y) 
ist hier nicht so viel vorausgesetzt, wie beim Dirichlet 'sehen Inte- 
grale. Denn während dieses fordert, dass fiy) in der Nähe von t; = 
nicht imendlich viele Maxima und Minima hat, und ausserdem, dass 
/'(<i) mit abnehmendem d sich einem bestimmten Werthe nähert, genügt 
bei dem Po isson 'sehen Integrale die letzte Bedingung. Im Uebrigen 
reicht es auch hier aus, wenn fiv) in dem Integrationsintervalle endlich 
und bis auf eine endliche Anzahl von Stellen gleichmässig stetig ist. 
Die Formel (25) kann man auch folgendermassen schreiben: 

lim ^r'c^ =- lim if(i-) , 



d' 



(2H) ^ I Cr = / f[v) COS 2xv7t • dv j 

^c/ =lim}/-(0. 
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§ 13. 

Die Vertauschbarkeit der Grenzübergange können wir aber auch 
direct beweisen und damit die aus (26) hervorgehende Formel 



40 OD 

lim ^ r'Cx =^ c. 







ableiten. Wir gehen von der schon früher bei den Mittelwerthsätzen 
benutzten AbeTschen Identität (S. 58) 

^o'^ +^ fl*-i(fc* — fc*-i) =y, (a*-i — ax)&x + a^ft« 
1 1 

aus und nehmen wie dort an^ dass 

sei. wobei 3f, und Jf endliche, feste Grössen bedeuten. Nun ver- 
stehen wir unter 

«0 + «1 + «i H (ui iiif) 

eine conveigeDte Reihe. Dann ist die Bedingung, welche wir den h^ 
auferlegt haben, erfiillt, wenn 

ft* = ~ (ff* + «*-i-i H ) 

antienommen winl. Dabei folgt zugleich 

— 6,-1 + 6, = «jr— 1 und lim 6, = 0. 



x=x 



Hierxhmh geht die Abelsche Gleichung in 



n 



i^d, J«; + « Jtf)(ao — «-) — ««^^ "*' 



uuv 



i wx^v« wir »• ins Unendliche wachsen lassen, in 






,». - .;, T •l^-lftr- l — V'oJl'o + *-M^)K — lini »«) 

iKn ^^^v du^ *» seueM wir jet»t Functionen einer Veränderlichen r 
^x^Uho du^ Kvk^w^^^^ft ht^tjen s^^llen, dass för jedes x und A 

^ KsU^uts^« vIa^^'^ ^"^*' K^liebige Oonstante. Dann ist insbesondere 
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1™ ^ W = 1^ A W; <*• ^' aQ = an = lim a;„ 

r=c r=sc iii=s» 

und wir erlangen die Gleichung 



00 oe 



(27) lim yja^f^ir) = lim f.ir)^ «. . 

Das ist die Verallgemeinerung der am Beginn dieses Paragraphen auf- 
gestellten Gleichung. Setzt man 

SO erhält man jene Gleichung als Specialfall von (27). 

Dass die Reihenfolge der Grenzübergänge hier nicht ohne Weiteres 
vertauscht werden darf, ist mitunter übersehen worden, so z. B. in dem 
berühmten Lehrbuche von Thomson imd Tait. Dagegen hat Hamilton 
es wohl beachtet und das Dirichlet'sche Integral sehr genau von 
dem Poi SSO naschen unterschieden. 



Sechste Vorlesung. 

Fourier'sche Reihen. — Historisches. — Lagrange's Beweis. — Dirichlet's 
Beweis. — Willkürliche Functionen. — Eindeutigkeit der Darstellung. — Aenderung 
der Coefficienten. — Beschränkung und Erweiterung der Grenzen. — Summen- 

formein. — Gliedweise Differentiation. 

§ 1- 

Fourier ist auf das nach ihm benannte Doppelintegral durch die, 
gleichfalls seinen Namen tragenden, unendlichen Reihen gekommen, 
welche nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen des Argumentes 
fortschreiten. Diese Reihen traten schon bei Euler auf und sind dann 
von Lagrange eingehend behandelt worden. Lagrange glaubte auch, 
einen Beweis dafür gegeben zu haben, dass eine beliebige Function 
von X sich immer nach Sinus und Cosinus der Vielfachen von x ent- 
wickeln lasse. Er ging dabei von der Betrachtung aus, dass man nach 
seiner Interpolationsformel eine ganze Function finden kann, die mit 
einer beliebigen Function für beliebig viele Werthe des Argumentes 
übereinstinmat. Aehnlich versuchte er eine lineare, nach den Sinus und 
Cosinus von Vielfachen der Variablen fortschreitende, abbrechende Reihe 
zu bilden, welche sich in der charakterisirten Weise einer Function 
anschliesst. Ist die Function f{x) etwa eine ungerade Function, dann 
reichen die Sinus für die Darstellung aus, und die Aufgabe wäre, 
Coefficienten Cn^, di'\ . . . &''l.i so zu bestimmen, dass 

^&k^ sin kxTt = fXx) (für a; = ~ ; A = 1, 2, . . . n— l) 

wird. Dabei werden also nur Argumente betrachtet, welche kleiner 
fils 1 sind. Lagrange hat diese Gleichungen zuerst aufgelöst. 

Multiplicirt man die Gleichungen für A= 1, 2, ...n — 1 der 

Reihe nach mit 2 sin ^, 2 sin — ^, . . . 2 sin ~, sununirt die 

Resultate, zerlegt die Sinus -Producte in Cosinus -Summen und wendet 
die Formel aus Vorlesung 1 , § 1 1 (2) an, dann erhält man 

(l) <^"^ = jS(i)-"'? (A: = l,2,...«), 

und hieraus als Annäherungs-Formel fQf die Function f(x) 
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n — 1 H — l 

(2) f{x) = l^ ^f {^) sin ^ sia *« 3t . 

Lagrange lässt nun in den Formeln (1) die Zahl n ins Unendliche 

wachsen; dann entsteht 

1 

(3) Ct^ = 2 / sin lcznf{z)dz , 



und, wenn man dies in (2) einträgt, mit „unendlicher^* Annäherung 

(4) f{x) = lim 2^ ^mhx%* /sin 'ksnf{z)dz . 

* 

Jetzt stellt die unendliche Reihe rechts die beliebige Function links 
in aller Strenge zwischen den Grenzen — 1 und 1 dar. Da fX^z) un- 
gerade ist, kann man den Factor 2 weglassen und die untere Grenze 
^-= — 1 machen; setzt man nun z = 2u — 1 und für f(2x — 1) eiu 
neues Functionszeichen, so erhält man 

(4*) f(x) = lim ^ sin 2kxz f sin 2kz7if(z)dz. 



Mit diesem Resultate hatte Lagrange vollkommen Recht, imd 
man ist lange Zeit in dem Gedanken befangen gewesen, dass auch 
der eingeschlagene Weg der richtige sei. Vergegenwärtigen wir uns 
aber, in welcher Weise der Grenzübergang vollführt worden ist, so 
erkennen wir leicht, dass begründete Zweifel sich geltend machen. 
(2) forderte den Grenzübergang 

w~1 n-1 

li«i -^ 2^ f[-J sm ~jj- sm kx:i', 
statt desselben haben wir den doppelten Grenzübergang 

n — 1 w — 1 

lim ^ sm kxTC lim —^ fy j sm 

gemacht. Ob beide Resultate übereinstimmen, bedarf also durchaus 
noch einer besonderen Untersuchimg. 

Lagrange wusste nichts von diesem Bedenken, und auchFourier 
wandte die Reihen schlechthin an. Beachtet wurde die erwähnte 
Schwierigkeit zuerst von Cauchy; allein auch seine beiden Beweise 
für die Richtigkeit der Formel sind nicht genügend. Dann wurde der 
Gegenstand im vierten Bande des Journals f. d. reine und angewandte 
Mathematik (1829) von Dirksen imd von Dirichlet behandelt. 
Dirichlet erledigte die Frage, indem er die bekannte Integraldar- 
stellung der Coefücienten unter dem Litegralzeichen zu Grunde legte. 
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bis zum n^° Oliede summirte und zeigte^ dass die erhaltene Summe 
sich mit wachsendem n der angenommenen willkürlichen Function mehr 
und mehr nähere. 

§ 2.. 
Die Lagrange 'sehe sowie die Fourier'sche Methode ergiebt 

n 1 

f(x) = lim ^ cos 2xa?Ä / cos 2xgn • f{z)dg 





1 



+ lim ^ sin 2xx7C 1 sin 2xgn • f{z)di 



— lim ^ I cos2x(jf — x)ä • f{ß)dz 



" 



alH Kntwickelung einer Function f(x) in eine Sinus-Gosinus-Beihe. Wir 
wordnii nach Dirichlet zur strengen Begründung der Formel den an- 
^iMlnuteton Weg einschlagen, indem wir umgekehrt von der Summe 
iiuf clor nu'htei) Seite ausgehen. Man findet 

HUN dioHom Ausdrucke wird, wenn man z — x =^ z' und 2n + 1 =»= ir 

H«i'/t, j_^ 

lim I f(z + x)^.-— dz 



— X 



l— X 



— hin / f(x + z) . dz 4- lim / f(x + z) - ^~ dz , 

..-,*«/'^ ' ^ »insu ^ v. = »J'^ ' ^ 8in«Ä 

Km n(M '/.unärhst ()<x<l; dann kann man im ersten Integrale — z 
ntiilt a N('.hnubei) und die Grenzen vertauschen; das giebt 

jr 1— * 

liiti / f(x —s) . - dz + lim I fix + z) — . dz. 

und iiiirli df»r vorigen Vorlesung § 4, (7*) folgt hierdurch der Werth 

'»"» lf(^)y! cos2x(;r — a;)da; = i[lim/'(a?—d) + lim /•(!; + Ol- 

Ui ;t; -« oder X'^l, so gilt die letzte Gleichung nicht mehr, 
wimI wir y.u ilin»r Ableitung Werthe /*(— d) und /"(l + ^0 benutzten, 
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welche im ersten bezw. im zweiten Falle keine Bedeutung haben. Denn 
f{pc) war nur für die Werthe zwischen und 1 gegeben. 
In diesen Grenzfallen muss man das Integral 

1 



J ' ^ ^ sin (2f — x) Tt 





fiz) ^^ ^^^ "^ ^^ ^^ ' —x)7t ^^ 



in zwei andere ^ von bis ö und von d bis 1 zerlegen. Im zweiten 
Theile führt man 1 — z statt z ein, vertauscht die Grenzen und reducirt 
die Sinus; dann geht der Limes des obigen Ausdrucks in 
d i-d 

n^^ J 8m(0-a;)w • « = »*/ 8m(£; + a:)Ä 



über; für x => und für x = 1 wird hieraus 

-«=« J ^ Sin ;?« ' „_^ J ' ^ ^ sin zn 



«asBOO €• n=sOO 





Jetzt sind beide Summanden Dirichlet'sche Integrale und also resultirt 

schliesslich ^ y^ ^^^^ ^ ^ y^ ^^^ _ ^^ ^^^^^ 

Wir können demnach, die Ergebnisse zusammenfassend^ schreiben 

lim ^^ 1 cos 2k{z — x):if{z) dz 

» 

} 

= lim ^^ cos 2K7tx I f(z) cos 2xZ7cdz 



(5) 



"^ — 

1 



+ Xi sin 2x]r:c /A'^) 8in2x;?« • d-? 



= i Im [/-(a; — «) + /(a: + «)] (0<a;<l); 
oder = i lim [f(e) + f{\ - «)J {x = 0,1). 

§3. 

Die trigonometrische Reihe stellt also beständig einen Mittelwerth 
dar; im ersten Falle (0 < x < 1) den zwischen zwei unendlich nahen, 
den Werth f{x) umschliessenden Fimctionswerthen; im zweiten Falle 
(a; = 0, 1) den zwischen 

\\mf{e) und \imf{\ — a), 
wo e positiv ist. 
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Die Bedingungen für die Darstellbarkeit einer willkürlichen Function, 
so wie wir sie vorausgesetzt haben, nämlich dass die Function endlich 
und eindeutig sein, und dass sie an allen Stellen des Gebietes ent- 
weder nicht zunehmen oder nicht abnehmen soll, lassen sich noch etwas 
erweitem. Die Vermuthung je'doch . dass sie sich ganz beseitigen lassen, 
ist durch P. du Bois-Reymond erschüttert worden; von ihm wurden 
Functionen der Art. bestimmt, dass bei denselben das Dirichlet'sche 
Integral nicht mehr gilt; femer setzte er Functionen zusammen, die 
sich überhaupt nicht in eine Fourier'sche Reihe entwickeln lassen. 
Es kann jedoch zweifelhaft erscheinen, ob solche durch lauter Grenz- 
übergänge erlangten Ausdrücke überhaupt noch als Functionen an- 
gesehen werden können. 

Jedenfalls aber sind diese Fragen auf die mathematische Physik 
ohne allen Einfluss, da in ihrem Bereiche die Functionen, um zur 
Lösung einschlägiger Fragen brauchbar sein zu können , noch viel weiter 
beschränkt werden müssen, als die Gültigkeit der Fourier*schen Ent- 
wickelung es verlangt. 

Die Eigenschaft der behandelten Reihen, willkürliche Functionen 
darzustellen, hat die Mathematiker äusserst frappirt. Es ist jedoch zu 
bedenken, dass auch diese Willkür nur in mathematischem Sinne zu 
verstehen ist. Sie ist immer noch viel gesetzmässiger als das schärfste 
Gesetz der Praxis. Die Willkür liegt nur darin, dass wir das der 
Function unbedingt vorzuschreibende Gesetz ihres Verlaufes für ver- 
schiedene Stellen verschieden wählen können. Wenn man öfters an- 
nimmt, man könne willkürlich irgend eine Curve hinzeichnen und sie 
dann auch analytisch durch die Fourier'sche Reihe ausdrücken, so ist 
dagegen einzuwenden, dass man ja doch niemals alle Ordinaten der 
CuFN'e ausmessen und ihre Grösse zur Bestinmiung der Coefficienten 
benutzen kann. Damit fällt dann auch der Begriff des Integrals weg; 
es tritt nur eine Summe auf, und wir kommen auf die Lagrange- 
schen angenäherten Functionen zurück. 

Eine in dieses Gebiet gehörige Frage verdient grosse Beachtung: 
„Lässt sich eine Function auf verschiedene Arten durch eine trigono- 
„metrische Reihe darstellen?" oder was dasselbe ist: „Kann man die 
„Null durch eine trigonometrische Reihe darstellen, deren Coefficienten 
„nicht sämmtlioh verschwinden?" Sollte die Antwort hierauf „Nein!" 
lauten, dann niüssto der folgende positive Satz gelten: „Wenn in 

^«x cos 2xxjr +^/ ^x sin 2xj?ä 



— ac 



„nicht alle Coefficienten verschwinden, dann lässt sich ein Werth von x 
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.^angeben, für den der absolute Werth der Reihe grösser ist als eine 
„positive, von Null verschiedene, sonst aber beliebig kleine Grösse/' 
Dass der Beweis dieses Satzes keineswegs leicht ist, geht schon daraus 
hervor, dass eine trigonometrische Reihe eine Function darstellen kann, 
welcne überall Null ist ausser in einigen wenigen Stellen. Diese 
müssten dann als Functionen der Coefficienten «v, b^ aufgesucht werden. 
Bei der Darstellung von Functionen durch Potenzreihen llisst sich der 
Beweis des entsprechenden Satzes thatsüclilich so wenden. So lange 
dies bei den trigonometrischen Reihen noch nicht gelungen ist, muss 
es erlaubt sein, die Frage als eine noch offene anzusehen. 

§4. 

Wir können die Formel (ö) noch mannigfach umgestalten. So 
entsteht z. B., wenn man 

1 

/ f{z) cos 2xZ7t ' dz = Cx cos 2x^y,:c 



und 1 



/ f{z) sin 2xzn ' dz = Cx sin 2x5x^ 





oder auch 



1 



f{z)e dz = 0^6 * 



setzt, die schöne Form für die linke Seite von (5) 

lim ^ Cx cos 2x(|x — ^)^ • 



n tss CO 



Eine andere Umgestaltung ergiebt sich durch die Benutzung der 
Gleichung ^ i 

^, I sin 2x(2 — x)nf{z)dz = , 

deren Richtigkeit ersichtlich wird, wenn man je zwei Summanden zu- 
sammenfasst, die zu entgegengesetzt gleichen Werthen von x gehören. 
Multiplicirt man diese Gleichung mit + i und addirt das Product zu 
(5), so folgt 



1 



(6) lim yi ff{3)e±'^^^^'"^''Ulz 

als Ausdruck der linken Seite. Die neue Form ist für manche Zwecke 
bequemer als (5). 
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Wir geten jetzt dazu über, in den Integraleo, durch welche die 
Coefficienten der Fourier'schen Reihe dargestellt werden, das Inte- 
grations-Intervall einerseits zu beschränken, andererseits zu erweifem. 

Es ist nach § 2 

lim^ ^J'f{B) cos2x{j! - x)x . rfz = i Um[f(x - *) + fix + *)] 

C0<:e<1), 
(5) oder =iliDi [/■(.) +/■(!-*)] 

'^" (x-0, 1), 
so dass sich das Integrations-Interrfll von bis 1 erstreckt. 
Die Formel (7*) der fünften Vorlesung liefert 

"". ß'-" + *' - -!to yV — ''» - i.'ä f'-' + ''> 

für ein beliebig kleines d'. Setzen wir y = z — x and verwandeln 
den Sinus-Quotienten in eine Summe von Cosinus, so ei^ebt dies 

(7) Um ^Jf{i!) cos 2x (z - x)a ■ dz = ^ lim f(x + e) . 

Hier haben wir die Integrationsgrenzen auf die beliebig kleine Strecke 
Ton X bis X '\- d' eingeengt. Dann liefert die Fourier'sche Reihe den 
zum ÄTf^mente x gehörigen Werth der Function, dividirt durch 2. — 
Wenn wir andererseits in (5) statt f(g) eintragen ^(z -f* ^)j dann 
unter dem Integralzeichen £ -f- a durch z ersetzen, fitr x -\- a wieder 
X und für ^ wieder f einführen, dann ergeben diese Operationen 

Um^2 J/'W ««« 2x (« - x)z ■ dz = i J^^rt* - *) + f(^ + Ol 

(8) " . (a<i<o+l), 

oder =ilim[/(a + *) + /-(a + l-.)] 

(x = a,a+l). 
Daraus folgt sofort durch Summation 
-*■■ ,*■'"* 
lim ^Jfi') cos 2x {z — a)M ■ dz 
(9) 

+ /■(« 4- 1- - t) + . . . + f(a + A -*)]; 



(10) .=«— , 
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hierbei bedeutet Ji eine positive ganze Zahl. Dieses Resultat lässt sich 
erweitem. Es sei 6 = a -f" ^ + d', wobei h wieder eine positive ganze 
Zahl und d' einen positiven echten Bruch bedeutet. Nach (7) wird 

lim ^ " I f(z) cos 2x(js — a)7C • dz =* ^]imf(a + Ä + «) • 
Addirt man diese Gleichung zu (9)^ so entsteht 

lim ^ I f{z) cos 27i{z — (i)% • dz 

*• a 

(9*) = i hm [/-(a + a) + /-(a + 1 - + /•(« + 1 + 

+>•• + /•(« + Ä- «) +/-(a + A + «)], 
(a + Ä<5<a + Ä+l).— 

Wenn wir in (8) für a der Reihe nach 0, 1, 2, ... Ä — 1 ein- 
setzen und die Resultate addiren, dann resultirt für x>= a 

lim ^ / f{z) cos 27iz%dz 

* 

= i lim [^(0) + ^(1 -«) + /•(!+ f) + ..+/•(*- 1 +«) + /•(*- «)J . 

Dabei bedeutet A eine positive ganze Zahl. Ist f{z) an den Stellen 
0, 1^ 2j . . . A stetige dann wird die rechte Seite 

= \w) + /•(!) + m + . . . + /-(Ä - 1) + i^(Ä) . 

Diese Formel hat Poisson durch einen nicht ganz correcten Grenz- 
übergang abgeleitet. — 

Ist & => A 4~ <^'; wobei S' einen echten positiven Bruch bezeichnet, 
dann liefert (7) för rr = A 

lim ^ f f{z) cos 2x^Ä - dz =^^ lim /"(A + > 
und wenn man dies zu (10) addirt, so folgt die allgemeine Formel 

lim V f(z) cos2x;?Ä • dz = ^Um [f{0) + /"(l - «) + f(l + b) 



(^^) + . . . + /-(A- 1 + a) + /-(A-.) ^-Z-CA + a)], 

(A<6<A+ 1). — 

Setzt man endlich in (10*) statt der Grenze b die Grösse a, benennt 
die grosste ganze in a steckende Zahl g und subtrahirt das Resultat 
der Substitution von (10*), so ergiebt sich 

Kroneoker, Integrale. 7 
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lim ^ I f(z)cos2x07C'dg 

(10**) 



» a 



{g<a<g+l', h<b<h+l). 

Die Aenderungen, welche vorgenommen werden müssen^ wenn a oder b 
ganze Zahlen sind, folgen leicht aus (10) und (10*). — 

Die erhaltene Formel können wir dadurch erweitem, dass wir statt 
z setzen z — x und statt des dann entstehenden f(e — x) wieder f{z) 
eintragen: n J+* 

lim ^ 1 f{z) cos 2x{z — x)ic • dz 

(11) ^i^\xn,[f(x + g + \-B)\f{x + g + l + i) + -- 

•°* + f(x + h - B) + {f{x -{■ h + b)-\ 
(«7<rt<^+l; Ä<6<Ä+1). 
Ueber ganzzahlige Grenzen a oder h gilt das eben Gesagte. 

§6. 

Wir behandeln zum Schlüsse die Frage, wann man durch gliedweise 
Differentiation der Fourier' sehen Reihe die Ableitung der durch sie 
dargestellten Function erlangt. Wir gehen dabei von der Form (5) aus 
und denken uns zugleich auch die Ableitung von f{pc) nämlich f{x) 
auf gleiche Art in eine Fourier'sche Reihe entwickelt. Diese wird 

+1. / 
f{x) = lim ^ / cos 2k{z — x)k • f'{z)dz . 

* 

Es fragt sich, wann diese Reihe mit dem Differentialquotienten der 
durch gliedweise Differentiirung von (f)) erhaltenen Reihe identisch ist. 
Wendet man auf die rechte Seite der letzten Gleichung die Formel 
fiir die partielle Integration an, dann folgt 



r " • 
f{x) = lim ^ / 2x71 sin 2x{z — x)7tf{z)dz 









— II 

n } n 



= lim ^ 7=:- f f{z)cos2x{z — x)ndZ'{']im ^ cos2xxn{f{l) — f{0)) 





n ^ 



= Alim 2 f (^os2x(z—x)7tf(e)dz + {f{\)-f{0))lim ^cos2 



XXX. 
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Der Ausdruck 

n 

^T rt sin (2n + i)xn 

^, COS 2XX7C =» ^~. — - — - — 

^^J sin Xn 

— n 

nähert sich bei wachsendem n keiner festen Grenze , so dass sich also 
die verlangte Ableitung von f(x) nur ergiebt, wenn der andere Factor 
des zweiten Gliedes in der obigen Gleichung, nämlich 

(/•(i) - f(p)) 

verschwindet. Wir haben daher den Satz: „Dann und nur dann, wenn 
„die Fimction f(x) an den Gültigkeits-Grenzen und 1 der für sie be- 
istehenden Fourier'schen Reihe denselben Werth hat, wird ihre Ab- 
„leitung durch diejenige Reihe dargestellt, welche bei gliedweiser Diffe- 
,,rentiation der ersten Reihe entsteht. Dabei ist zugleich vorausgesetzt, 
„dass die Function überhaupt eine Ableitung besitzt.'' 



7* 



A 



Siebente Vorlesung. 

Anwendungen der Fourier' sehen Reihe. — Leibnitz^sche Reihe. — Ent- 

wickelung von x. — Neuer Beweis för die Fourier'sche Reihe. — Entwickelung 

vona:'. — Summirung von Reihen. — Bernoulli'sche Zahlen. — Bernoulli'sche 

Functionen. — Berechnung der Gauss' sehen Summe. — Quadratisches 

Reciprocitäts-Gesetz. — Historisches. 

§ 1. 

Es sollen jetzt einige Anwendungen der Fourier'schen Reihe be- 
sprochen werden. Wir nehmen zunächst für die Formel (8) Vorlesung 6, 
als Gesetz^ dem f(x) unterworfen ist, 

f{x)= 1 für a<x<a+'^y 

f(x) = — l für a + ^<a:<a+l; 

dann folgt für diese Function die Entwickelung 

lim ^ j cos 2x{z — x)7tdss — 1 cos 2%{js — x)iidz . 

Hierin lässt sich das zweite Integral mit dem ersten vereinigen, wenn 
wenn man in ihm z -{- \ statt z setzt; es geht dann in 



( — 1)* / cos 2'k{z — x)ndz 



über, und in der eckigen Klammer zerstören sich die zu geraden Werthen 
von X gehörigen Integrale. Es bleibt nur zurück 






f{x) = 2 lim ^ / cos 2r{z — x)ndz 

n=ao — J (r ist ungerade) 



-" « 



OD 



^ ^7 sin 2r(a -\-\ — x)n — 8in2r(a — x)n 



'OO 



00 

^ %^ sin 2r( a;— a)n 



— 00 



^2— "-^^=^" (x = l,3,r,,7,...). 
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Diese Summe hat also für a<a;<a + i ^®^ Werth 1; fiira + i<^< 
a + 1 ^^^ Werth — 1; füra; = a, a + i^, a+ 1 nimmt sie, wie man 
sofort sieht, den Werth an. Es stinmit dies mit unseren Resultaten 
übereiu. Für a; = a + i ^ind a; = a + |^ erhält man eine bekannte 
Formel; nämlich die Leibnitz'sche Reihe 

4 ^ 3^6 7 ' 

Die abgeleitete Formel lässt eine Differentiation nach den einzelnen 
Gliedern nicht zu. 

§2. 

An zweiter Stelle betrachten wir 

f(x) '=» X — a für«<a?<a + l; 
dann fol^ fUr diese Function die Entwickelung 

lim ^ I (js — a) cos 2x(0 — x)xdz . 



— n „ 



Wir setzen hier z statt — o; ein und wenden die Formel für die 
partielle Integration an; da nun 

o + l—x 



O — X 

sin 2KZn , 
dz 



-f- 



2x7r 

a — X 



ist; und da das zweite Glied rechts den Werth hat, während das 
erste gleich sin 2x(« — x)7C : 2x7c wird, so ergiebt der obige Ausdruck, 
in imsere Entwickelung eingetragen, wenn man x «= besonders nimmt 
und jedesmal die beiden zu x = + ft und x = — ^ gehörigen Sum- 
manden vereinigt, 

/O-f-l— X ao 00 

, , \ -f I ^rT8in2x(a — aj)« , 1 , ^7 8iii2x(a — as)« 

1 1 

a — X * * 

d. h. also 



OO 



(l) a—x y — 2i -^ (a<a?<a+l) 



1 
oder 



(2) „(;._,)=2"^- (0<«<1), 

l 

indem man x — a «» t; setzt. Diese Formel lässt sich sehr leicht auch 



c 
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ohne Zuhülfeuahme der Fourier' sehen Sätze ableiten; sie kommt schon 
bei Euler vor. Für v = und t; = 1 wird die Formel ungültig, denn 

man erhfdt links 4- ,. und rechts ; das stimmt aber mit unserer 
Uegi4 über die Mittelwerthe überein [Formel (5) der vorigen Vor- 
lesung]. Für <* ^ 4 erscheint wieder die Leibnitz'sche Reihe. 

Auch hier ist eine Differentiation nach den einzelnen Gliedern 
nicht möglich. 

§3. 

Wir wollen den Beweis für (2) noch einmal auf anderem Wege 
gi>bou unti die orhalt-ene Formel dann zu einer neuen Ableitung der 
Kourior*»\^heu Keihe benutzen. 

Ut r oiiie nH'lle Zahl imd r ' < 1 , dann gilt die Beihenentwickelung 

\k^\,\ rt^''^'^-- ^ logO-"2^^^-^« + ^) + »arctangjj^3^:^^2^^ 



^ajiawmi 



— 2j t-' 

iiu« \lcr wir \lur\'h TnMinung des Reellen vom Imaginären die Resultate 



: •■•<-««•'- _ _ 1 log (l _ 2r cos 2« + r*), 

(\r\<l) 

1 r"i«i« änvi» i. r sin 2«« 



. r Bin Tüvn 

arc tang^ r- 

® 1 — r cos 2< 

iiMliinliiiiiMi. Wir k^hmen für 0<t;<l den in der fünften Vorlesung 
IM, (MI) lM»wioMt»nt»u Satz anwenden^ weil, wie wir früher sahen (Vor- 

iMItlHIK 1 N «Ol 



oo 



^ n > 2j n (0<t;<l) 

ohMVim'K(*hIo Koihon Mind. Das liefert uns färr=l [vgl. Formel (2)] 
^ — - log(2smvÄ), 



Hh - (0<t;<l) 

»"' VlnllillMi»!! . sin 2t;3f . / i. \ 

^ ^ — arc tang yzt^Yvm = arc tang (cotg vjc) 
|Imi hlMhiMM din Kourior^Hche Entwickelung abzuleiten, setzen wir 
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en{v) = (2V - l)7t +^' ^^-^ (0 < t^ < 1) , 

— n 

WO der Accent bedeuten soll, dass bei der Summation der Werth x = 
auszunehmen ist. Durch Differentiation entsteht 

n n 

S'^(v) = 2;r + -^^ cos 2xvn = 2n x, cos2xt?Ä (^ "^ ^ < O; 

— n — n • 

und die Definitionsgleichung liefert wegen (2) die Beziehungen 

lim0,(t;) = O (0<t;<l), 

lim ®n{v) = — Ä (t; = 0) . 



nssa« 



Aus der Formel der partiellen Integration 

x' x' 

{g{x)&n{x))l= j g\x)Sn{x)dx + J g(x)&:{x)dx (0 < a;' < 1) , 



in welcher g(x) eine beliebige Function bedeutet, die wir nur unseren 
gewöhnlichen Bedingungen unterwerfen, folgt dann, wenn wir n ins 
Unendliche wachsen lassen, 

ng(P) == lim 2% l g (/)^ cos 2xz7r -dz (0 < tf' < 1) . 

" 

Setzen wir hierin z — x statt x und /*(;?) statt g(z — a:), so erscheint 
die Formel (7) von S. 96 

l/'(a;) = Hm ^ J f{^) cos2x(^ — x)Ädier (0 < (J' < 1). 



»=»-« ^ 



§4. 

Nach dieser Digression gehen wir zu weiteren Beispielen über, 
und zwar wollen wir die Entwickelung von x' unternehmen. Es ist 

x^ = lim ^l I z^ cos 2x(z — x)ndz (0 < a; < 1) . 

* 

Sondert man das Glied für x = aus und integrirt die übrigen zweimal 
partiell, dann entsteht, wenn der Accent am £ die gewöhnliche Be- 
deutung hat. 
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n 






1 



-Um 27— -Ä^— d^- 

*• 



Hier wird jedes Glied des letzten Summanden zu Null; der zweite und 
der dritte Summand vereinfachen sich^ und es entsteht 

n n 

n n 

1 ,. >^T 8in2xa;» . y "^7 008 2x0!«^ 

wnil nun aber der zweite Summand nach imserem vorigen Beispiele 
dm Worth x — . besitzt, so ergiebt sich 



00 



OO x^-'X+ -^ = ^^ — ^, — (0 < a; < 1) . 

1 

Du dit) Function auf der linken Seite &ür x^^O und fOr o; «» 1 den- 

Nc^llinii Worth ^ hat, so ist auch ihr arithmetisches Mittel — , und 
iol^lich gilt die Entwickelung noch an den Ghrenzen, d. h. es ist 



«o 



1 

I)«r Ausdruck a^ — ^ "1" V besitzt an den beiden (Frenzen und 1 

ginirlif) Wt^rtho, somit ist gliedweise Differentiation gestattet. In der 
Tliiil c^rhillt man dabei eine im vorigen Beispiele als richtig erkannte 
^iliiiuhung. 

§5. 

In cUui boidon letzten Beispielen haben wir die Werthe der Summen 



» OD 



^7 sin 2x0« ^7 cos %%v% 

jLi %i ' J^ (x»)» 

liiiMlitntnl. Man konnte versuchen, die ähnlich gebildeten Summen 

V[T sin 2x0« ^7co8 2xüjr 

^ (xir)«— * ' ^ (xnf^ 



I 



liirrJt MUccimNivi) Integration der ersten Formeln zu erlangen; doch würde 
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es sich dabei immer noch um den Werth einer Constanten ^ nämlich 
um den der Cosinus-Summen für t; ^^ handehi^ um die Bestimmung 
zu vollenden. Wir wollen deswegen anders verfahren. 

Wir benutzen die Formel (6) § 4 der vorigen Vorlesung; diese giebt 

* 









lim ^c**«'^' 



und, da x eine ganze Zahl ist, 

= — jr — ; — lim /, 

worin u; auch complex, aber keine ganze Zahl sein darf. Folglich ist*) 

(6) ?4?^^, lim >;-^- (0<t;<l). 

Nehmen wir nach der Formel (5) der vorigen Vorlesung links den Mittel- 
werth für v = und t; = 1 und rechts t; = oder = 1 , so ergiebt sich 

(7) Ä cotg wjr = lim ^ ;rzrz' 

Diese Formel liefert die bekannte Cotangens-Entwickelung von S. 68. 
Die Formel (6) können wir mannigfach umgestalten. So lässt sie 
sich durch EinfÜhnmg von j» = c**""*' auf die Form 

(6*) 7;^=2'^I (1-1 = 1) 



oo 



bringen, die dadurch interessant ist, dass die Simime rechts nur schein- 
bar y^n z abhängt. Statt (6) lässt sich auch schreiben: 

sin wn '^^mJ w — % ' 

— oo 

trennen wir Reelles und Imaginäres, dann zerfällt die Gleichung in 

*) Vgl. R. Lipschitz: Untersuchung einer aus vier Elementen gebildeten 
Reihe. Crelle's J. f. d. r. u. a. Math. LIV, S. 820. 
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, %1 cos 2v(tD — x)« 

3C COtff WX = /. ^^ ^— , 

° ^mJ tO X ' 

(8) ~+l (0<t;<l) 

^ ^w7 sin 2t; («7 — n)n 

Die erste dieser Formeln gilt auch noch für v = 0, 1; sie führt dann 
nämlich auf (7) zurück. Die zweite Formel (8) ist eine Verallgemeinerung 
von (2), in welche sie f ür w; = übergeht. Man hat für m; = 0: 



oo 



1 = lim h 2 ^, 

Der Formel (6) kann man noch eine andere Gestalt geben. Es 
folgte aus ihr (vgl. die letzte Formel auf S. 105) 



oo 

«xr/r» 



e(«.-.)»..- ^ -J^-2^ L_. (0 < . < 1) 

— oo 

und daraus, wenn man v -{- - statt v eintragt, weiter 



oo 

vx^Sx9/rt 



^■■"-^2'^^^ (-1 <«<!)■ 



— oo 



Hier trennen wir nun wieder das Reelle vom Imaginären: 

00 

£x sin «7« ^1 ( — l)*8iii 2nvn 

sm 2vw7C = /, ^ 

c. ein wn\l( — i)''coB2%vn 
COS 2VW7C = /, ^^ 

— oo 

Der Gültigkeitsbereich der rechten Seiten von (9) hinsichtlich der Va- 
riablen V lässt sich folgendermassen erweitem. 

Bedeutet B,{y) den absolut kleinsten Rest von t? (mod. 1), d. h. 
die kleinere der beiden Differenzen 

V — [v] und [v + 1] — ^} 
dann gUt 

so lange v kein ungerades Vielfaches von ^, ist; diesen Fall wollen 
wir ausschliessen. Für jedes andere t; wird daher 
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+ 00 



Sin 2E(v)wn = ^, / ^ - j 

^ ^ w ^^ tt? — X (v kein ungerades 

^^, . smwnSJi-lTcoB^nvn Vielfaches von -) ' 

cos 2R{v)W7t = ^ ^^ ^^ ^ 



V) — X 

00 



Die Formel (6) liefert endlich die Lösung einer Aufgabe, welche 
die zu Anfang des Paragraphen gestellte in sich schliesst. 
Setzen wir 



C 






X=B — 00 



dann erhält man durch (6) und seine Ableitungen noch w, deren Bil- 
dung durch gliedweise DiflFerentiation erlaubt ist (vgl. Harnack, Elem. 
d. DifF.- u. Int.-Eechn. § 129 S. 236) : 

m = So, 
-TT =8o + S,, 



(-lyUiM) = So + t^^S, + ii,3, + ti,S, + '" + S,, 

und hieraus ergiebt sich durch Auflösung nach den S 

•= ?7(«) + ^i CT + f*,^" + ^3 17" + . . . + ?7<^). 

Trennt man hierin das Reelle vom Imaginären, dann resultiren die 
Formeln für 



00 . . ao 



'iCT COS 2t?(to — x)« ^ sm 2tKw — x)« fO < V < 1") 

^ (tü-xr ' ^ (tc-x)" i. ^ ^ ;^ 



f&r jedes ganzzahlige positive n und für jedes behebige, nur nicht 
ganzzahlige w. 

§6. 

Wir können unsere Aufgabe vom Beginn des § 5 auch durch die 
Einführung der BernouUi'schen Zahlen lösen. Die Bernoulli'schen 
2^hlen Bi, B.^, , , , Ba, , , . werden durch die Gleichung 
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OD 



(10) 2^"%--^-''^^'' 

deiiiiirt. Wir nehmen noch als Er^Lnzung eine Zahl 

(10*) ^0 1 

hinzu. 

Setzt man in (10) statt x ein^ dividirt dann durch x'y ersetzt 

X durch X • i und wandelt die trigonometrische Fimction in eine Ex- 
I)ouontiai-Function um^ dann erhält man zuerst 

luul dtiraus mittels leichter Umformungen die Gleichung 

wolohe ebenfalls als Definitions-Gleichung benutzt werden kann. 
Aus (10) geht femer noch 

(^^) ^ (2Ä)i ** = 5^^ 

hervor. Denn statt der rechten Seite lasst sich schreiben: 

^ = l + (l-^cotgaj)-2(l-fcotgf), 

und 80 kann man (12) aus (10) ableiten. — 

Wir wollen auch eine independente. Darstellung ftlr die Bk geben. 
Dazu dient ims (7); welches wir in der Gestalt 



X cotg X = lim ^. —^ 



»»CO _^ 



1 + lim y 



8x' 



»^= ac I 



H(^linMben. Setzt .man \ x' <x voraus, dann lasst sich die Summe nach 
INilonzen von — entwickeln, und dies giebt 

00 OD 

l - « cotg a; - 2 2' 2' TtlTT • 

UomilHs der Gleichung (10) ergiebt sich demnach, wenn wir rechts 
iUo Summationsfolge verändern, 
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00 _ . 00 



und wenn man hierin die Coefficienten von a?^* auf beiden Seiten ein- 
ander gleich setzty 

(2Ä)! ^ l 






Hiernach können auch umgekehrt die Bernoulli'schen Zahlen 
zur Summation der Reihen 



00 



y- 

X=al * 

der reciproken geraden Potenzen aller ganzen Zahlen benutzt werden. 
Die Werthe der Bu für die niedrigsten Indices sind: 

•^i "" 6 ' ^« ~ 30 ' «^ "" 42 ' ^* "^ 30 ' 

p _ 6 p 691 ü _ 1 



• • • 



66 ' « 2730 

Jetzt bringen wir (6) in die Form 



00 






X — tu 



V«'«"*'"'''' I V«^«*'"'" 



^ X + «; ' -^ X — 



w ' 



1 
und dies liefert, wenn man | w; | < 1 annimmt, wodurch dann | ti; j < x wird, 






1 - ,r-'- e(»-«-" = >' >' ?^ (c«— ' + (- l)«e-»— 






(|w;|<l). 
Die rechte Seite wird hierbei 

22* cos 2vx«^^ + 2*2' 8"! 2i)X3r2^^-3^ • 

xs=l ns=l * x="l «=1 * 

Für die linke Seite benutzen wir (12) sowie die Entwickelung 



4^/ «I 



Dann erhält man 
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OD 00 



2 ^ ^ ifeI(2Ä)I •^* 

00 ^JO _ 00 • _ , 

.2« ,ir^ /CT t^* . 



= X, COS 2i;x3r Xi -^n, "J" ^^i ^^^ 2t;xÄ 



n = l '^ x = l n=-l * 



die Trennung des Reellen vom Imaginären giebt die Resultate 

^C08 2xt?3r _ ^(2t? — l)^"-^ ^(2^*-^— 1)(— 1)»-^ ^ 

^ 8in2xt?« ^ , V^y (2t; -- i)a«-8*-i(2^* -^_ i )(-_ i)^-* 
i^ (H«)«"-^ ~ "^i^ ■ "(2Ä)!(2n -~2Ä~=T)i ^A • 

Uebrigens ist eine jede dieser Gleichungen die unmittelbare Folge der 
anderen. Denn da die linken Seiten einzeln für t; = und t? = 1 den- 
selben Werth liefern, so darf man die Qleichimgen gliedweise differen- 
tiiren, und das führt von der einen auf die andere. 

Die rechten Seiten von (14) werden BernouUi'sche Functionen 
genannt. Dieselben sind jedoch nur für das Intervall (0 ... 1) den 
linken Seiten gleich. Setzt man aber wieder rechts JB(v) d. h. v — \v\ 
bezw. [v + 1] — V statt t; ein, so gelten die Formeln für jedes v. 

Für den Fall n= 1 ergiebt sich aus der ersten Formel (14) 

(2t; - lA2_--^--0J?o _ (i - llÄ = 

0121 2! 0! 4^^^ ^V-f-i; 12— '^ ^^6' 

und aus der zweiten 

(2t;-l)(2-^-l )Jg, _ /. _ o X 1 _ 1 _ ^ 

Ol II — (,1 — ^Vjy — y — V. 

Beides stimmt mit früheren Resultaten überein. 

Da die linken Seiten von (14) für v = und v = 1 gleiche Werthe 
geben, so gelten diese Formeln auch noch für die Grenzen. Vergleicht 
man dies mit (13), so folgt eine Recursionsformel fOr die JBli, nämlich 

2«'-^ . B. ^(2«*-l- i)(- 1)—* 



(2 n) I ^ (2Ä) I (2 n — 2^) I ^^ ' 



A»0 



§7. 

Wir kommen jetzt zu einer ebenso wichtigen wie interessanten 
Anwt*ndung des Fourier'schen Satzes, welche sich auf die Summations- 
lormtU (10) § T) Vorlesung 6 stützt. Für f{x) setzen wir 

e ^ fix)', 
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A, ,u sollen positive ganze ZaKlen bedeuten^ die zu einander relativ 
prim sind, und f{x) eine Function mit der Periode 2|x, so dass 

f{x + 2x^) = f{x) 

für jedes ganzzahlige x ist. Aus dem letzten Umstände folgt 

and somit kann man 

x=0 x=l 

setzen, und die angezogene Formel (10) § 5 Vorlesung 6 liefert 

^/•(x)e '« =lim 2; //"W« "" '"''■<^«' 

falls wir eine ähnliche Umformung machen, wie dies bei der Formel (0) 
§ 4 der vorigen Vorlesung gescBehen ist. 

Die rechte Seite gestalten wir dadurch um, dass wir x = 2mk-\-h 
setzen und von dem Summationsbuchstaben h die Werthe 0, 1,...,2A — 1 
sowie von m die Werthe 0, + 1, + 2, . . . durchlaufen lassen, so weit 
die Grenzen + n, — n für x es gestatten. Dann entsteht rechts 

l™ 2 2 Me- — -''""'^''""dz, 

und wenn man in die einzelnen Glieder der über m erstreckten Summe 
z = X — 2wft einführt und die Periodicität von f{z) bedenkt, 

lim 2 2 fme'^dx. 

Hier sind in dem Exponenten von e die Summanden weggelassen, 
welche ganze Vielfache von 2ni waren. Jetzt kann man die Sum- 
mation nach m ausfuhren und erhält 

(15) 2 a'^)e~~^ dx = ^f^^y^ ' " • 

§8. 
Die eben gefundene Formel wollen wir auf die Summe 

'^ x=0 
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anwenden , in der k und ^ ganze positive oder negative 21ahlen sein sollen. 
Diese Summe wollen wir als Gauss' sehe Summe bezeichnen. Es ist 
klar, dass G seinen Werth nicht ändert, wenn man bei X und ^ gleich- 
zeitig die Vorzeichen ändert. Wie schon oben, so setzen wir auch 
hier X und ^ als relativ prim zu einander voraus. Es ist abo aus- 
geschlossen, dass X und (i gerade seien. Der Fall, dass X und fi imgerade 
seien, hat kein Interesse; denn daß zugehörige G wird dabei gleich 
Null. Es folgt dies aus 

A* — I" / __ x^Xni __ x*Xni \ 

~2v '^ +(— ly^'ß ^ ) 

irsO 

■=» (wenn X-(i^ l (mod. 2)); 

oder ^ 2 ^, e '^ , (wenn A • fi ^ (mod. 2)) . 

Ks bleibt also nur übrig, anzunehmen, dass eine der beiden Zahlen 

k iulor jii geratle, die andere ungerade ist. 

Uobor (f loiton wir folgende Eigenschaften ab: 

A) Es ist tttr ganze Zahlen A, wie man sofort erkennt, 

H) Kn iHt, wenn n als zu /x relativ prim vorausgesetzt wird, 

|)niMi| W(Mit) /uornt |ii als gerade angenommen wird, dann ist n auch 
KM Dfi rnliitiv priiu, und folglich stimmen die Reste der beiden Reihen 

I f L', . . . LV — ^ ^^^ ^y 2n, . . . (2fi — l)n (mod. 2fi) 

iiimI hImo auch dio von 

r, 'J", ...(2j4 IV und n«, (2n)% . . . ((2^ - l)n)» (mod. 2^) 

IflM iMil' ihm Kolg«« üborein, damit ist dieser Fall des Satzes bewiesen. 
VViuiii /wnitoiiN |ii als ungerade angenommen wird, dann betrachten 
wli ilin olinii lihgoloiteto Form der Gauss'schen Summe 

NiMi hIimI diit llimln der beiden Reihen 

I , M, . . . /i 1 und 1 n, 2n, . : . (/x — l)w (mod. fi) 
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p.A,2*.A,...(fi — ly.A und (1 • n)«. A, (2 • n)« . A, ...((fi — l)n)^ . A 

(mod. 2/i) 

bis auf ihre Folge identisch. Da k eine gerade Zahl ist, so folgt hieraus 
der Beweis. 

C) Es ist für relative Primzahlen A, fi, v 

(19) a(^) = G (^ G Cf ) . 

Denn bei der in der Definitionsgleichung (16) auftretenden Summation 
kann man x :h^ r^ + sv (mod. 2/ii/) setzen (r = 0, 1 , . . . 2 r — 1 ; s = 0, 
ly . . . 2;t — 1), wobei dann jeder Summand durch genau zwei Combi- 
nationen von r, s repräsentirt wird. So entsteht 



x^XTti (r/i-|-«r)*^/r« r*fiXni i^nXni 

X r, 9 r 9 



und diese Gleichung ist bis auf den Factor 4 mit (19) identisch. 

D) Es wird, wenn s tzT t (mod. fi), ft ungerade und k gerade ist, 

(20) ^(7') = «(y)- 

Denn setzt man ^ = 5 + ()|x, wobei q eine ganze Zahl ist, so entsteht 

Der letzte Exponent ist ein gjinzes Vielfaches von 2ä/, weil A gerade 
ist; also hat der zweite Factor unter der Summe den Werth 1, und 
so entsteht die Formel (20). 

E) Es ist 

(21) ^c;)^(-;;)=^- 

Denn die linke Seite wird zunächst: 

2/' — 1 Xrti 2w — 1 ini 

Nun sieht man, dass man ohne Werthänderung rechts statt h -\- h und 
h — Je einführen kann Ä + Ä; — 2ft bezw. k — A* + 2ft, sobald h + ^' 
^2fi oder h — A; < geworden ist. Für h — Je = s erhält man dem- 
nach bei constantem s die 2/i — 1 Werthe von Ä -|- Ä, welche aus 

Ji = s -\- Uy Je = a (« = f), 1, . . . 2|ii — s — 1) 

A = /5 , k = 2^ — s + ß (/} = 0, 1, ...6 — l) 

Krouccker, Integrale 8 
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entstehen; diese Werthe sind, falls .^ gerade ist: 0, 2, 4, ... (2(i — 2) 
jeder zweimal genommen, und falls;«? ungerade ist: 1, 3, 5, . . . (2^ — 1) 
jeder zweimal genommen. Führt man zuerst die Summation bei con- 
stantem ^ aus, so erhalt man jedesmal eine geometrische Reihe mit der 
Summe 0, ausgenommen bei s = und s = ^, Hier wird, för gerades 
wie für ungerades u , jeder der 2 ^ Summanden = 1 , und man bekommt 
4|x für die Doppelsumme. 

§ 9. 
Wenden wiiL nun (15) auf imsere Fimction (? an, so haben wir 
f(x) = zu setzen und müssen A und ^ positiv nehmen. Es entsteht 
eine Vereinfachung der Formel durch die Substitution 

Man erhält dadurch 

ö(v)-j -'••"'»• i\V: i'-^ 



OD 



-'\Vi\<'i''r-}f<-'""-^y' 



— X 



und kami den Werth des Integrals durch besondere Werthe für k und 
fi ermitteln. So wird für A = 2, /i = 1 

^U -) = -2 1«'' + «'*+«* + e » j = 1 + /, 
und das liefert, in die Gleichung eingetragen. 



no 



i = \Vi'{i + i)J'e^'''"äy, 



OD 

Ttl 



(22) j^.'».eiy = -^V^-.=>_L=e-^. 

— » 

Daraus entsteht, nebenbei bemerkt, 



00 



(23) J cos (if*n)dif ^^ ; Jsiii(y»«)dy = -p^ 
Unsere Formel nimmt gemäss (22) die Gestalt 
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<'(V)-Il^l'"^'«(^r) 

an. Verstehen wir nun unter der eingeklammerten Quadratwurzel aus 
einer complexen Grösse 

den absoluten Werth von }/r multiplicirt mit demjenigen Werthe von 
e**, bei welchem — ä < t; < ä ist, dann können wir kürzer 

(24) G(i')(i/?)-«G';) 

schreiben. „Dies ist das Reciprocitiitsgesetz für die Gauss 'sehen Reihen." 
Bei der Ableitung hatten wir k und ^ als positiv vorausgesetzt. Das ist 
unwesentlich. Denn ist z. B. A negativ, dann setzen wir in (24) für 
X ein ft, und für /i ebenso ( — A). Daraus entsteht, weil ^ und ( — A) 
jetzt positiv sind, gemäss (24) 

«(-'•r)-(Vl?)«(^) ■ 

oder in formaler Umwandlung 



«(7)(K?)-«(f<)- 



und es kommt also auch bei negativem k die obige Formel heraus. Wir 
können statt (24) auch schreiben 

(24*) 0{q)-{Vq)-G{j), 

wo Q jeden rationalen, rein imaginären Werth — bedeuten darf. 

Aus (24*) und (18) folgt für jedes ganze, positive w, welches zu 
k relativ prim ist, 

und wenn nun nxa.fi relativ prim ist, hieraus 

/ =-" 
(25) G((.«') = Gifi) =lG [l) ( '„ J^^^ prim zu X 



"^ }) V n 



§ 10. 

Aus (18) und (20) entnimmt man, wenn a unterschiedslos alle 
quadratischen Keste, h oder h' alle quadratischen Nichtreste der 



8* 
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rjui^/fnuhif} Primzahl u bedeuten, und wenn 2k statt der als gerade anzu- 
u^hnif^fulf'.n Zahl k eingesetzt wird, und A positiv ist, 



^2C; • " ' ' " 






Bildet man die Summe 

MO i^rhiilt man b(M der Summation nach h für constante k eine geo- 
mitiriiHrJu» lt<»ihe, deren Werth für Ä' = und ^ gleich ^ — 1, sonst 
aliiT hU'Xh gl(»icli - I ist. Es wird sonach 



jii-i 
;/ = ! 



Cr {'\'') = . 



Du /i <»ine Primzahl ist, so kommen unter den (a — 1) Werthen von h 
gloichviol«» Reste a und Nichtreste h vor; also liefert die letzte Glei- 
chung in V«*rbindung mit (20) 

(27) e Cl'i) .-o Cf') --G e^i) . 

Kührt man dius Legendre'sche Zeichen 

(9 

i»in, woloh«*s i\o\\ Werth + 1 oder — 1 hat, je nachdem v quadratischer 
Ui»st. oder quadratisi^her Nichtrest für ^ ist, dann erhalt man durch (27) 
die oiniuohe IW^iehung 

Auh ihr und aus \24) eiyiebt sich 

«C)-(;)«(;')-i;)(l4)«(;,) 

und also, weil 

(m r; ( /•) - a (^^ + '^ * + ^ '^ -I- «" - ) = 1 + •" 

IM, iiiiil '^♦^ "" ' ^" • jT«^^*** wenion kann. 
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(29*) = (-) (y^) ; (wenn /i = 1 mod. 4 ist) 

oder = — i (--) i^^) (wenn /x ^ 3 mod. 4 ist). 

.^Hierdurch ist der Werth der Gauss 'sehen Reihe bestimmt.^' 

Setzt man jefct in die Gleichung (19) — ft, A, 2 für A, fi, v ein, 
und versteht auch unter A eine ungerade Primzahl, so erhält man 

dies verwandelt sich bei Verwendung von (21), (29) und (29*) in 

X (1 + ,•) (l + i'") 



(f)(^ 



1 + t^ 



Vergleicht man damit (24) und benutzt (29), so kommt 

^^^ \J' \t) - (i .,.7)Tri:7) 

heraus. „Diese Gleichimg liefert das Reciprocitätsgesetz fiir quadratische 
„Reste bei zwei ungeraden Primzahlen A und /i.^' Ist eine {lEf 1 (mod. 4), 
so kommt rechts + 1> ist jede von beiden _£ 3 (mod. 4), so kommt 
rechts — 1 heraus; man kann also statt (30) auch schreiben, und erhält 
so die gewöhnliche Form des quadratischen Reciprocitätsgesetzes 

§ 11. 

In den vorhergehenden Untersuchungen wurde die Form der Gauss- 
schen Summe gegen die sonst gebräuchliche etwas geändert; die Her- 
leitimg der Resultate wird dadurch einigermassen vereinfacht. Der 
Kernpimkt für die Botraehtimg der Reihen und die gesammte Schwierig- 
keit lag in der Summirung von 
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^, cos -^ und ^ sin —^ ~ (p Primzahl) 





oder vereinigt, von 

p— 1 2A*Ä» 


aus welcher dann das quadratische Reciprocitätsgesetz leicht zu ent- 
nehmen war. Gauss hat wahrscheinlich schon in sÄnem siebzehnten 
Jahre den Werth der Reihen, abgesehen vom Vorzeichen gefunden, dessen 
Bestimmung ihm, wie aus der Abhandlung „Summatio quarumdam 
serierum singularium" (Werke, Bd. U, S. 11) und aus einem Briefe an 
Sophie Germain hervorgeht, unsägliche Mühe machte. Nach sechs- 
jähriger andauernder Beschäftigung mit dem Gegenstande glückte ihm die 
Peststellung des Zeichens, und zwar, wie er in beyrundernswerther Be- 
scheidenheit sagt, nur durch eine Art Eingebimg. Ueber seinen Ge- 
dankengang hat er ims völlig im Dunkel gelassen, und in der That 
ist seine Beweisart auch noch heute ein Räthsel. Er hat gleichsam aus 
einer Protection die ganze Figur erhalten, indem er nämlich aus der 
specielleren eine allgemeinere Reihe errieth und diese dann als ein 
Sinus-Product darstellte. Bisher ist es übrigens noch niclit gelungen, 
eine Summe von Sinus, wie sie in der Reihe vorliegt, direct in ein 
solches Product umzuformen. Ausserdem ist es merkwürdig, dass 
Gauss, obwohl er nahe daran war, doch nicht darauf gekommen ist, 
die ihm bekannte 6^ -Reihe zur Berechnung seiner Summe zu benutzen. 
Dies hat erst Cauchy gethan, der im Liouvill ersehen Journale 
zwei Methoden zur Bestimmung des Zeichens der Gauss 'sehen Reihe 
angegeben hat. Die eine derselben ist auf Primzahlen beschränkt und 
hat nur den Werth einer Verification. Die andere hingegen geht sehr 
tief, indem sie eben die ©-Reihen verwendet. Die Jacobi'sche Reihe 



oo 



V^._ V 



lässt sich nämlich so umwandeln, dass unter dem Summenzeichen nur 



nn' 



noch e * + *y steht. Diese Reihe wird an der Grenze der Convergenz, 
bei 1^1 = 1, wenn y ein rationaler Bruch = — ist, in bestimmter 

Weise imendlich, nämlich wie - für a; = . Multiplicirt man daher 

yx 

die Reihe mit "j/a;, so bleibt der Grenzwerth des Productes endlich und 
liefert eine Gauss'sche Reihe. Die Reciprocitätsgleichung der Gauss'- 
schen Reihen erscheint hierbei als Resultat der Grenzoperation bei der 
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Transformation der Ja cobi 'sehen 6>-Reihen. Da übrigens diese Trans- 
formation von Jacobi mittels derselben Methode hergeleitet wird, 
welche Dirichlet auf die Summation specieller Gauss 'scher Reihen 
verwendet, so imterscheidet sich das Cauchy'sche Verfahren von dem 
Dirichlet'schen nur dadurch, dass bei jenem nach der Transformation 
zur Grenze übergegangen wird, bei diesem dagegen vorher. 

Ueberhaupt giebt es bisher für die Bestimmung des Werthes der 
Gauss'schen Reihe nur die Gauss'sche algebraische, die Dirichlet'sche 
und die beiden Cauchy'schen Methoden. Das Feld scheint also ziemlich 
unzugänglich zu sein*). 



•) Vgl. Monatsber. d. Berl. Akad. d. Wissensch. 1880, 29. Juli, S. 686 — 698 
und 28. October, S. 854—860. 



Achte Vorlesung. 

Mechanische Quadnitur mittels eines Polygons. — Benutzung einer parabolischen 
Curve. — Günstigste Wahl der Abscissen. — Jacobi's Methode. — Hiilfsformel 
für die Umwandhing mehrfacher Integrale. — Die Euler - Mac 1 aurin 'sehe 
Summenformel. — Abschätzung des Restes. — Inductionsbeweis für die Summen- 
formel. — Maxima und Minima der Bernoulli* sehen Functionen. 

§1. 

In der ersten Vorlesung ergab sich durch die Definition des Inte- 
grals als Grenze einer Summe zugleich eine Methode zur näherungs- 
weisen Berechnimg von Integralen. Die Methoden, welche diesen Zweck 
verfolgen, pflegt man als die der „mechanischen Quadratur" zu be- 
zeichnen. Mau will damit einmal anzeigen, dass es sich um Qua- 
driren d. h. um das Berechnen eines Flächeninhaltes handelt, andrer- 
seits diese Methoden in einen, vielleicht etwas herabsetzenden Gegen- 
satz zur Theorie bringen. Gleichwohl eröfl&iet sich hier die Aussicht 
auf ein sehr interessantes Problem: „wie verwirklicht man die Aus- 
,,rechnung am besten, d. h. möglichst sicher imd möglichst schnell?" 
Das Letztere ist durchaus nicht zu unterschätzen; die Schnelligkeit, mit 
der eine Methode zum Ziele führt, ist, wie es auch Gauss ansah, eine 
eminent theoretische Frage. 

Wir hatten für das Integral angenähert 

Jf(x)dX =2 (— ^^^ + ^2A-^2)/^(^2A + l) \xl^ = b) ' 

a 

und die hierin liegende, sehr alte Methode ist trotz aller späteren Unter- 
suchungen noch immer die bequemste, Sie liefert um so genauere Re- 
sultate, je kleiner die Ausdehnung der Intervalle ist. Ihr Wesen be- 
steht darin, dass man statt der Curve y = f(x) eine gebrochene Linie 
nimmt, deren einzelne Theile abwechselnd der X- und der Y-Axe 
parallel laufen. 

§2. 

Der erste weitere Schritt beruht darauf, dass man die gebrochene 
Linie durch eine Curve y = /I)(a?) ersetzt, welche sich der durch die 
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Gleichung y = f{x) gegebenen Curve möglichst anschmiegt und dabei 
eine genaue Quadratur zulässt. Dies heisst analytisch: f,\f(x) — /I)(^) , 
„soll innerhalb des Integrationsbereiches möglichst klein werden ^ und 

b 

fo(x)dx 



ß 



,;Soll eine genaue Integration gestatten." 

Wir wählen /i)(a:) als ganze Function (n — 1)*®" Grades, und also 
y=fQ(pc) als parabolische Curve und schreiben vor, dass in n willkürlichen 
Punkten mit den Abscissen g^, gg, . . . S« beide Cuven y = f(x) und 
y = f (jjo) sich schneiden, so dass also in ihnen 

m=foi^) d-t- /•(W=/o(6*) (x=l,2,...n) 

sein soll. Mit Hülfe der Lagrange'schen Interpolationsformel lässt 
sich eine ganze Function (« — I)*"° Grades finden, welche diese letzte 
Bedingung erfüllt. Bezeichnen wir 

P(x) = (x- g,)(a; - fe) . . . (a; - 5.), 

so brauchen wir nur die Summe 

zu bilden, um unsere Forderung befriedigt zu sehen. Jetzt ist /Ä(^) ^" 
integriren. Zu diesem Zwecke denken wir uns P{x) nach Potenzen 
Ton X entwickelt: 

P{X) = Co + Cl^f + C^«* H 1- CnX" , 

dann folgt 



n — r 



^ ^ ^ ^i+r5x> 



/ = 1 r = ü 

und dann ergiebt die Integration 



Bezeichnen wir jetzt der Kürze halber 

so ist • 

(1) / /•o(a;)da; = (^/•(Sx)^^'®,.««))^ . 
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Hier ist nun die innere Summe 

von der Natur der gegebenen Function f(x) völlig unabhängig; der Aus- 
druck hängt allein von der Wahl der |x und von den Grenzen a, b ab. 
Er kann also ein- für allemal im Voraus bereclmet werden, und diese 
Rechnung wird noch schematischer, wenn wir insbesondere a ==^ 0, 6 = 1 
setzen. Dass in dieser Annahme keine Beschränkimg liegt, zeigt die 

Substitution 

x = a-\- (b — a)y, 

in Folge deren y von bis 1 geht, während x sich von a bis b ändert. 
Unter der Voraussetzung dieser besonderen Grenzen haben wir 

} »• 

1 * 



+--- + (c,_, + icj5r*+cj:-^j 



Wählen wir nun auch für die ^x specielle Werthe, z. B. solche in 
gleichen Abständen von einander, so lässt sich die angenäherte Inte- 
gration möglichst concentrirt durchführen. 

Für w = 3 und g^ = 0, I2 *= ~^; I3 = 1 ergiebt sich 



j 



1 



f^(x)dx=^-l-m + if{^)-{-l-ni). 




Weiter findet man für n = 4 und g, = 0, 1^ «= -^ , £2 = q 1 Sj 



j 



1 



f,{x)dx = i-/;(0) + if(l) + |-/-(|) + |/-(1) 



u. s. f. 

Newton hat diese Methode bereits benutzt, und Roger Gotes 
hat in seiner „Harmonia mensurarum; de methodo differentiali Newto- 
niana; 1722" die Coefficienten bis auf n=ll angegeben. Man findet sie 
bis n = 10 in Gauss' Abhandlung „Methodus nova integralium valores 
per approximationem inveniendi; § 4" abgedruckt. 

Eine andere sehr übersichtliche und bequeme Form für foix) können 
wir einer New ton' sehen Interpolationsformel (Principia; Buch III, 
Lemma V) entnehmen*): 

•) Vgl. auch Jacobi: „Ueber die Darstellung einer Reihe gegebener Werthe 
durch eine gebrochene rationale Function"; Werke III, S. 492. 
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+ (a;-gO...(x-S«-.) [(-j- J^^^^lj-j;) + ••• + (j;_ 1^) -(jy-^^ 
Man beweist diese Formel leicht, indem man den Ansatz 

^ . (^-U(^-ga+i)-(-'-g.> ^„) ^ ^„, J^zk. 

^»o— 1 ^«KSa — i Sa-l-l)--- Ua — 1 S„) ^ * 5« — 1 ^a 

^'^ (S„_,-I„)(l„_, -!„+,) 

r • • • -^ c;-.,+i «„_;-^ij -:(6„_",-i,.)' 

macht, wobei die c^"> sich durch die Methode der strengen Induction 
sämmtlich = 1 ergeben; dann nimmt man «=1,2,... und formt 
dadurch die Lagrange 'sehe Interpolationsformel um. 

Li der neuen Gestalt lässt fQ{x) gleichfalls eine bequeme Inte- 
gration zu. Ihr Hauptvorzug besteht darin, dass die 5 allmählich in 
die Summanden eintreten. 

§3. 

Wir haben die §x aequidistant von einander genommen. Es fragt 
sich aber, ob man nicht durch eine andere Wahl dieser Abscissen 
die Genauigkeit der Annäherung vergrössem köime. Gauss hat diese 
Frage im Jahre 1815 in der Abhandlimg: „Methodus nova integralium 
valores per approximationem inveniendi" (Werke Bd. III, 163 — 196) 
beantwortet; er bestimmt mit Hülfe der nach ihm benannten Reihe 
die Functionen, welche bei der Integration dem f(x) am vortheil- 
haftesten substituirt werden. 

Wir hatten, wenn wir die Grenzen des Integrals wieder allgemein 
lassen, die Formel (1) 

* n n 



1 r= 1 



oder, wenn wir die innere Summe durch y^ bezeichnen, kürzer 

Es sollen jetzt die y^ vorläufig ganz imbestimmt sein, und wir wollen 
versuchen, sie so fest zu legen, dass die Summe sich dem Integrale 
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Jf{x)dx 



a 



möglichst genau anschmiegt. Hierbei wollen wir voraussetzen, dass. 
auch y = f{(c) eine parabolische Curve imd also f{x) eine ganze Function 
von der Form 

f(x) = «0 + «1^ + «2^* + • • • 
sei. Ist f{x) von nicht höherem als dem (n — 1)**° Grade, dann stimmt 
bei jeder Wahl der | die Function /J,(rr) mit f{,v) überein, und die obige 
Summe wird dem Integrale gleich. Möglichenveise findet genaue Ueber- 
einstimmung der Summe imd des Integrals aber auch noch statt, wenn 
der Grad von f{x) ein höherer ist, falls nur die g passend gewählt 
sind. Es müsste dabei also 



j 



A=sO, 1,... 



n n 



Xassl X=:l A=0, I, ... 



sein; wenn dies bei geschickter Wahl der S für jede Function f(x) statt- 
haben soll, dann müssen die Coefficienten von «a im zweiten und im 
vierten Ausdrucke einander gleich sein, d. h. für jeden vorkommenden 
Werth von h muss die Gleichung gelten: 



n 



(3) ^Y.t = A^ (6*+'-«*+^) (Ä = 0, 1, 2, . . .). 

Hierbei sind die y und die | unbekannte; ihre Zahl ist 2n; also dürfen 
wir dem h der Reihe nach die Werthe 0, 1, ... (2n — 1) geben, 
imd wir sehen, dass für jede Function, deren Grad höchstens (2n — 1) 
ist, unsere Forderung erfüllt werden kann. Bezeichnen wir mit 

(4) <\, + c.l + c,|> + --+c„g»-=0 

die Gleichung, welcher die n unbekannten Grössen 6< als Wurzeln ge- 
nügen, so folgt, wenn man in (3) die a^*^ Gleichung mit c^y die («+ 1)** 
mit Cj, . . ., die (« + w)**' mit c« multiplicirt, die Producte addirt, und 
dabei der Kürze wegen 

setzt, unter Berücksichtigung von (4) die Gleichungsreihe 

(5) <-o5a + Ci &r+i H h C«ga + « = (« = 0, 1, . . . n — 1) . 

Aus (4) imd (5) fliesst dann die Bestimmung der c und die Gleichung 
ttir die g selbst. Es ergiebt sich für sie die Determinanten-Form 
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(6) 



1 


1 


V 


■■ 1" 


to- 


S. 


t, 


•• tn 


tl 


Ss 


t. ■ 


• • £»+1 


tn — 1 


t. 


tn+l ■ 


Ssn— 







Dies ist also das Eliminatiousresultat der y aus (3). Damit die Me- 
thode anwendbar sei, muss offenbar (6) n reelle Wurzeln besitzen, 
und alle diese müssen zwischen a und b liegen. Wir dürfen eine 
kleine Vereinfachung dadurcli eintreten lassen, dass wir, wie oben, 
a = 0, h = l und also 

setzen. Trotzdem macht der Nachweis, dass die beiden Forderungen 
erfüllt seien, einige Schwierigkeiten. Man könnte hier den Stürmi- 
schen Satz anwenden, wie dies zuerst .Toachimsthal (Bemerkungen 
über den Stürmischen Satz; Crelle\s .lourn. f. d. r. u. a. M. XXXXVlll 
S. 386) gezeigt hat. Wir wollen das aber nicht thuu, sondern den 
Weg einschlagen, den Jacobi im ersten Bande des Cr eile 'sehen 
Journals (Werke VI, S. 1 — 11) angegeben hat. 



§4. 

Es mögen wieder Ij, 5:», • • • 5« die unbekannten Abscissen sein; 
dann setzt Jacobi 

(I - l,)(l - y ... (I - In) - r, + c^l + cj* + • . • + cj- = P(|) 
mid bildet durch Division von f(x) durch P{x) 
(7) fix) = Qix)Pix) + g(x) . 

Hierbei darf, wie oben festgestellt wurde, f{x) bis zum Grade (2w — 1) 
aufsteigen, (^(x) dagegen soll als Rest der Division höchstens vom Grade 
(n — 1) sein. Damit nun für jedes f(x) 



(8) 



r> 

J f(x)dx =J g{x)dx 



a a 

werde, muss 'für jedes Q{x) das Integral 

6 



J P{x)Q(x)dx = 



a 



sein; dfese Bedingung kann man in n andere, nämlich in 
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b 

(8*) ja^P{x)dx = (Ä = 0, 1, . . . n — 1) 



a 



zerlegen, und man erkennt, dass, wenn diese n Bedingungen für ein 
bestimmtes P(x) erfüllt sind, die Gleichung (8) für alle f(x) und g(x) 
gilt, welche durch eine Gleichung (7) mit einander verbimden sind. 
Aus der letzten Gleichimgsreihe (8*) ist also P(x) zu bestimmen. 

Zu diesem Zwecke leiten wir eine Hülfsformel über bestimmte 
Integrale her. Wir stellen uns die Aufgabe, das (n + l)-fache Integral 



XXX X 

I dx I dx I dx . . . j f(x)dx , 





welches wir in kürzerer, übersichtlicher Bezeichnung 



ffix)dt 



schreiben, durch einfache Integrale auszudrücken. Wir wollen dabei 
successive verfahren und betrachten zuerst das Doppelintegral 



X X 

I dx I f(x)dx. 



• 

Setzen wir hier für den Augenblick 

X 

Jf(x)dx = F(x), 



SO folgt die Lösung imserer Aufgabe im Falle w = 1 durch partielle 
Integration: 

x(2) X X 

jf{x)dx' =jF{x)dx = ixF{x))l—JxF\x)di 



\x 



X 

X 



Setzen wir ferner zur Behandlung der Aufgabe bei n = 2 

X X 



X X 

1 1 f(x)dx — / xf(x)dx . 



J dxjf(x)dx =F{x), 



() 



dann folgt durch partielle Integration und mit Hülfe des eben erhalte- 
nen Resultates 
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x(3) X X 

Jf{x)da? =JF{x)dx=ixF{x))l—jxF\x)dx 



XX X r 

= X I dx I f(x)dx — 1 xdx I f(x)dx 





X X 



= Ix^ I f(x)dx — X I xf(x)dx] — (g ^* / f{p'^)dx — ^ / ^^f(^)(^^) 



X XX 

= ^, (x^jf{x)dx — 2xCxfXx)dx+lx''f{x)dx) . 



U 

Ebenso ergiebt sich weiter 

x(4) 



Jf(x)d3C^ 





X 



= 3t (^^ / fi^)^^ — 3a;- / xf(x)dx + 3a; / a?f{x)dx — / ix^f{x)dxj , 



und durch Induction lässt sich allgemein die Richtigkeit der Formel 

*(»-4"l) XX X 

^' / f(^)dx'*-^^ = x"" I f(x)dx — n^x'^"^ 1 xf(x)dx -f n^x''-'^ 1 x'^f{x)dx 

,0 

(9) 

— • • • + / ^"^fip^^dx 



darthun. Wandelt man auf der rechten Seite von (9) den Litegrations- 
buchstaljen x in z um, dann kann man die Factoren vor den Integral- 
zeichen hinter diese setzen und erhält 

«(n + l) X 

(10) nlj f(x)dx--^' =Jf(jg)(x — zfdz . 

O Ü 

Löst man umgekehrt die Gleichungen (9) für w = 0, 1, 2, ... nach 
den Integralen auf der rechten Seite auf, so folgt 

« «(1) «(2) «(3) 

/ X'' f{x)dx=x'' jf{x)dx— 1! n^x""-^ jf{x)dx^+2\ n^x""-^ j f(x)dx' 

U 

(9*) f(4) x(n+l) 

— 3! n^x^^-^J f{x)dx^ + • • • + nlj f(x)dx^+' . 
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§5. 
Diese Formeln lassen sich jetzt auf unser Integral 

Jx^P(x)dx = (Ä = 0, 1, . . . n — 1) 

a 

anwenden. Wir setzen zunächst 

x = a + (h-a)z, P(x)=f(e), 

wodurch die Grenzen wieder in und 1 übergehen, zerlegen das trans- 
formirte Integral in einzelne Theile von der Form 

1 
est. l ^f{g)dz 



und wandeln jeden derselben mit Hülfe von (9*) um. Dann gehen 
wir von z auf x zurück und erkennen, dass unsere Bedingungen am 
Beginn des Paragraphen sich folgendermassen umformen lassen. 

Wir bezeichnen das w-fache Integral, welches mit Hülfe der noch 
unbekaimten Function P{po) gebildet ist, durch 

x(/0 

P{x)dx'' = n{x) 

und seine Alileitungen nach x der Reihe «diach durch 

nXx), n'\x), ... 77<«-»(a;); 
dann werden unsere Forderungen die Gestalt 

(nixX^o, in'{x))l^o, in-Xx)t=o, . . . (77<-"(x)): = o 

annehmen. Diese Gleichungen lassen sich jetzt ausserordentlich leicht 
zur Bestimmung von n(x) benutzen. 
Setzen wir zimächst 

n(x) = [(x — a)(x — h)Y r(x) , 

wo r eine unbestimmte, positive ganze Zahl und V(x) eine beliebige 
Function von x ist, welche für x ^= a und x = b nicht unendlich gross 
wird, so sieht man, dass sich für jedes q <ir 

ergiebt. Wir werden daher p == » annehmen. Ferner soll P(x) d. h. 
die n*"" Ableitung von II{x) vom Grade n sein; wir werden daher V(x) 
gleich einer Constanten setzen und haben damit 



j 
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(11) P{x) = C j^ [(x - n)(x - 6)1" 

als eine Function, welche die gestellten Ansprüche befriedigt. Wir 
zeigen nun, dasq es bis auf Functionen mit verändertem C keine anderen 
derselben Eigenschaften giebt. Wäre dies doch der Fall, und wäre 
Qipc) eine zweite solche Function n*®° Grades, so hätte man 

b b 

I sc^P(x)dx = und joi^Q{x)dx = (Är=0, 1, 2, ...«— 1) , 

a a 

also 






6 

(«0 + «,« + |r a,_,a;»-»)(/JP(a;) — yQ(x))dx = 0, 



a 



WO in der letzten Gleichung die a, /J, y beliebige Constanten bedeuten. 
ß und y kann man so wählen, dass in/JP — yQ das Glied höchster Dimen- 
sion wegfällt; uüd die a dann so, dass der erste Factor unter dem 
Integrale dem zweiten gleich wird, der ja jetzt nur bis zum Gliede 
rr«— 1 aufsteigt: Das würde 



/ 



(ßP{x)-yQ(x)rdx = 



ergeben; und diese Gleichung ist, da das Vorzeichen des Integranden 
niemals wechselt, nur dann ^möglich, wenn ßP = yQ ist. So folgt, 
dass (ll)*die einzige Lösung der Aufgabe liefert. Es stimmt also P(5) 
bis auf einen constanten Factor mit der linken Seite der Determinanten- 
Gleichung (6) überein. 

Bei unserer neuen Form kann der Nachweis, dass P{x) = genau 
n reelle, zwischen a und b liegende Wurzeln hat, sofort geliefert werden. 
n(x) = ist vom Grade 2w, hat n Wurzeln gleich a imd ebenso viele 
gleich 6. Die erste Ableitimg Il\x)^ vom Grade (2w — 1), gleich 
Null gesetzt, hat (n — 1) Wurzeln gleich a und ebenso viele gleich h. 
Weil aber 77 zwischen a und h ein Maximum oder ein Minimum haben 
muss, so verschwindet 77' zwischen diesen Grenzen mindestens einmal 
und wegen der Ordnimg von n'(x) = auch nur einmal. Dies ge- 
schehe in c. Die zweite Ableitimg 77"(a;) vom Grade (2 m — 2) hat, 
gleich Null gesetzt, (w — 2) Wurzeln gleich a und ebenso viele gleich h. 
Weil aber 77' bei a, c', h verschwindet, so hat es zwischen a, c und 
zvnschen c', h je ein Maximum oder ein Minimum; somit hat 77"(a;)==0 
in jedem von beiden Intervallen je eine Wurzel und wegen der Ord- 
nung von 77" auch nur eine. Diese seien c" und d'\ Für die dritte 

Kroneoker, Integrale. 9 



i 
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Ableitung findet man a, h als (n — 3)fache Wurzeln und ausserdem 
noch drei, für die n^ Ableitung genau n zwischenliegeude Wurzeln. 
Nimmt man in (11) 

r ^. 

(n + l)(n + 2) . . 2w ' 
SGL wird, wenn a = und /> = 1 gesetzt wird, 



n 



V(x) - rr'» 4- y r- IV ^'(^ - 1)- • . ■ (n - h +1)* , 



A = l 



Die so erlangte Function JP{x) stimmt mit der aus der Determinanten- 
Entwickelung hervorgehenden bis auf einen constanten Factor überein. 
Die Wurzeln von P = sind die für die Integration günstigsten 
Abscissen. 

§ 6. 

Wir wollen uns jetzt mit einer zweiten Formel beschäftigen. Auch 
diese kann, imserer bisherigen Auffassimg gemäss so gedeutet werden, 
dass sie ein Integral durch eine Summe von Functionalwerthen aus- 
drückt; man kann sie aber auch umgekehrt als Summen formel auf- 
fassen, der Art, dass eine Summe von Functionalwerthen in ein Integral 
umgewandelt erscheint. 

Aus den leicht ersichtlichen Umformungen 

«(») • x{n — 1) X 

Jfln) (a; -1- I) dx' = fdx' - 'Jf^') (X + I) dx 
' 



==//■(«- i)(a; -I- |)da;»-» -^^P'~ "(D'^a;— 



U 

«(n-1) 



=//"»-"(* + 6)da;»-« - /x-i)(|) ^^-^ 





x(«-2) 



=//x-«(^ + 6)da?-» -/•(«-*> (I) ^^^\^, _yx«-i)(g)^.^l_l- 







folgt der Taylor 'sehe Satz in der Form 



Das rechts stehende Restglied kann man nach § 4, (10) in 
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J 



X 

-» »— 1 



^_%: f^'\^+l)d^ 



(X - zy 



umgestalten. In die so zubereitete Reihe setzen wir f^^^(x) statt f{x) 
ein, ersetzen n durch (w — h), multipliciren mit c^x^ und summiren 
über h von O.bis n — 2. Daim entsteht 



j 



n — h — 1 



2'^'--^Tn-tryr/^"'(^ + ^)''-' 







n— 2 n — 2 » — A--- 1 44-x 

»^^''^^/'''C^ + s^o^-S' 2"*x. z'^+^'c^)- 

A=äO x==1 

In der Doppelsumme durchläuft h-\-x die Werthereihe 1, 2, ... n — 1; 
führt man demnach A = A -|- x als Summationsbuchstaben ein und 
ändert die Summationsfolge, so sieht man, dass A von 1 bis n — 1 
geht, und dass h sich von bis A — 1 ändert. Dadurch wird die obige 
Doppelsumme zu 

Aus ihr nehmen wir das Glied mit A = 1 , A = heraus, setzen in 
ilmi die willkürliche Constante Cq = 1 und bestimmen die übrigen Con- 
stanten c so, dass die Coefficienten von fX^)} T (5); • • • verschwinden. 
Zu diesem Zwecke müssen wir die c durch die Gleichungen 

V _^* — O (^ =^y^y"\ 
festlegen. Für die c ist der Quotient. 

X 

nach Borchardt die erzeugende Function; wenn wir nämlich 

-~^ = yo + yi^ + Y%^^' H ; 

entwickeln, so folgt 

^ = (yo + Yi^ + Yt^ H ) (^ + 2! + f[ "1 — ) 

CO a— 1 

^2'(Ä)-! (n=i), 

1 A=»0 ^ ^ 

und daraus ergiebt sich, dass die y mit den c übereinstimmen. . 
Die c sind also durch die aus der Gleiohung 

0* 
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oo 



(12) ^e,.a^==-^ 

C 1 

fliessenden Beziehungen bestimmt. Derselben Entwickelung begegneten 
wi^ bereits in der siebenten Vorlesung § 6, Formel (11); wir entnehmen 
von dort als Resultat 

^ 1 JBj ^ ^2 /-. 

(12*) B* B ' 

Die Einführung der so bestimmten Coefficienten ergiebt dann 

ö 

oder ^'«— 2 



J ^ c,af'f^'+%z + t)d^ 



(. 



.5 n — 2 



= ^r(s) +J2'^ -'(— Ä^^^ /"^"^(^ + 5) rf. . 



« 



In diese Gleichung setzen wir ^ -{- kx iür ^ und dann in das Integral 
der linken Seite ß — kx für z ein, so dass seine Grenzen kx imd (k + l)x 
werden. Sunmiirt man nun nach k von bis (r — 1), so resultirt 







Hierin schreiben wir unter dem Integrale links wieder z statt z -{- ^ 
und ersetzen f{x) durch f{x). Femer möge zur Abkürzung 

• *^ 

genommen werden, wodurch also x als aliquoter Theil von ri — § auf- 
gefasst wird, da r eine ganze Zahl ist. Dadurch geht die Gleichung in 

J/n-2 

CHaf^f^'\z)dz 



n 



n-2 
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über. In ihr ist das erste und letzte Summenzeichen rechts durch 



>7 




9(e) = 900 + ga + a;) + </(! + 2a;) + ... + </(| + (r-l)x) 
ZU definiren. Zur Abkürzung setzen wir femer noch 

(13) 

n! 2 (n — 1)1 "^ 2! (w — 2)1 4! (n — 4)! + " * ' 

dann nimmt unsere Formel die Gestalt 

f ^ C,3ffW{z)ds 

(14) ; 

an. Auf der linken Seite behält man jetzt nur das erste Glied der Summe 
zurück und bringt ihre anderen Glieder auf die rechte Seite. Dann führt 
man bei ihnen die Integration aus, ändert femer n — 1 in n imd im 
letzten Integrale, rechts z in x(l — v) um, wodurch v die Grenzen 1 
und bekommt und dz in. — xdv übergeht; so erhält man 

fXz)dz - x2l m -^c.x^ir'-'m - r'-'^v)] 

Die Bedeutung der Formeln (14) imd (15) erkennt man aus Folgendem: 

Denkt man sich x durch — - ersetzt, dann giebt die linke Seite von 

(15) die Differenz aus einem Integral und seiner, im Anfange dieser 
Vorlesung besprochenen Näherungssumme. Die rechte Seite von (15) 
zeigt also den hierbei begangenen Fehler an. 

Die hisforisch ursprüngliche Bedeutung der Formel war eine andere. 
C. Maclaurin hat (14) in seinem „Treatise on fluxions" Buch II, Cap. IV 
§ 828 als Näherungssumme bei der Summirung von Reihen aufgestellt; 
doch fehlte dabei das Integral, welches rechts in (14) als Restglied 
auftritt. Aber erst dieses ermöglicht, wie Jacobi'in seiner Abhand- 
lung „de usu legitimo formulae summatoriae Maclaurinianae'^ hervor- 
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hebt; da es in Gestalt eines bestimmten Integrals auftritt, in vielen 
Fällen die Abschätzung der Grösse des Fehlers. 

üebrigens hat Herr G. Eneström gefunden, dass Euler der erste 
war, der diese, gewöhnlich C. Maclaurin zugeschriebene Formel ver- 
öffentlicht hat. Wir könnten daher (14) und (15) als Euler-Mac- 
laurin'sche Formeln bezeichnen. (Vgl. § 6 der folgenden Vorlesung.) 

§ 7. 

Um der Frage nach dem Fehler näher zu treten, betrachten wir 
zunächst die Function Wn(y), also den Theil unter dem Restintegral, der 
von der Natur der Function f{x) unabhängig ist. Wir stellen auch 
für sie die erzeugende Function auf: 

"^n , V "^^ ^^TT ^A^ ^ • "^^^ '^:i c.v u ^^ 

(ut;)* e"*- 1 

^ — u 



-^-»'2^- 



ß'* — 1 

Aus dieser Entwickelimg kann man, wie Jacob i es auch that, die ^ 
ganz einfach herleiten. 

Wir setzen behufs weiterer Einsicht 

ti = 2w7ii 

und erhalten durch die Formeln aus Vorlesimg 7, § 5, (6) imd § 6,(10) 

^2ew/ti 






^wni __ j 



= WTti — w% cotg 10% + w lim ^^ — — 



> = » -,. 



X 



oo 00 



1 00 

Hierfür ist aber, gemäss den Bedingimgen, die dort aufgestellt wurden, 
unter v eine. reelle Grösse zu verstehen, für welche 

0^t;<l 

ist; wenn wir dann weiter noch 

\w <\ 

voraussetzen, aus der letzten Summe den zu x = gehörigen Summanden 

— herausheben und femer - — nach Potenzen von lo entwickeln, 

W MC — X ' 

dann folgt 
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00 OO OD ^O 

y V.(v)(2wKiy = w^fi +2(2^T. (2«'«)" -^ 2't*"* '-,^ • 

Der Accent an der letzten Summe soll bedeuten, dass x = von der 
Summation ^uszuschliessen ist. Die Doppelsumme wandeln wir der Art 
um, dass wir je zwei ihrer Tenne, den für + x und den für — h 
zusammenziehen; dadurch geht sie in 

m = l x==l * m = l x=:l * 

über. Jetzt vergleichen wir die CoefScienten gleicher Potenzen von w 
rechts und links; das ergiebt 

CO 



(16) ^,.+.(.)(-l)"' + ^= ^J^^ 



(,«>1), 



00 



-„ / N • 11 ^CT sin 2xi;w 



I 



Die Functionen ^v stehen also in innigstem Zusammenhange mit den 
Bernoulli 'sehen Fimctionen. 

Die letzte Formel stimmt mit der in Vorlesung 4, § 4, II ab- 
geleiteten überein, da ja Wi(v) = v ist. 

Aus der Definitionsgleichung (13) 

^ 

fliesst, dass 'P2m(0) = ist; demnach liefert die erste der Formeln (16) 



00 



^m 'V - 



und also wird die erste Formel (16) selbst hierdurch: 



00 



(16*) . 1 V y 



00 



^.. «(- i)- -I! '^ ■ 



Aus dieser letzten Gestaltung ergiebt sich, dass ^l^^,n{v) zwischen v = 
und v = 1 sein Zeichen nicht wechselt und für jedes gemde m stets 
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positiv, für jedes ungerade m stets negativ bleibt. Das wird uns ge- 
statten, über die Grösse des Restintegrals eine Abschätzung zu gewinnen. 
Zuvor wollen wir aber die erhaltenen Resultate för einen directen 
Inductionsbeweis der Euler-Maclaurin'schen Formel verwenden. 

§8. 

Wir führen zunächst eine neue Function oder vielmehr eine neue 
Bezeichnung für die bereits benutzten Bernoulli'schen Functionen mit 
geradem Index ein (vgl. S. 110): 

00 

/-t / \ / -i \m ^^ 2 COS 2%vn / t ck \ 

C.{v) = (- 1)-2j 1^:-^^rn- ; (^' = 1^ 2, ... .) . 

Für sie ist nach (1'3) auf S. 109 und nach (12*) auf S. 132 

C(0) =(-l)««^^^--==_o.., 
und nach (16) auf S. 135 

(18) ^2n.iv) = a,(0) - Qniv) . 

Jetzt setzt man in (15) 2 w für w ein und benutzt (18). Dann nimmt 
man aus der ersten Summe rechts das dem ä = 1 entsprechende Glied 

heraus, vereinigt dies mit der Summe links, so dass dieselbe nunmehr zu 

^m + ni + ^) + --+m + (r- i)x) + i/-(i + rx) 

wird und benutzt für -die neue Summe die Bezeiclmung S. Man zieht 
femer aus dem letzten Integrale das mit Cm(P) multiplicirte Glied 



C,n(0)ß 



^»m+l ^prn)(^g^ + X — Xv)dv 



''>^^ 

= C„.(0)a;»'»(P'»-«)(,) _ /t»«-»(|)) 
zur vorhergehenden Summe. Dann wird wegen Cgm+i^O, Ctm= — Cm(P) 



I 






(15*) » , 



Ind-ciionA^weis für *i:o Summentonsel IST 

Die Summenformel in der so umgewandelten Itestalt wollen wir duivh 
Induction Terificiien. 

Wir greifen ein Glied des Bestintegrals heraus und schiviben es 



Wir wenden darauf die partielle Int^rration an: das giebt 

l 

— -C*"-^V/ C:,-ui(r)/t*-+i)(.^ + x — xrVr. 



Weil CIij_i(r) eine Summe ist, deren Glieder sin2xr;r enthalten« so 
verschwindet es für r = und r = 1 . Also bleibt nur der zweite 
Summand zurück, und auf ihn wenden wir wieder die partielle Inte- 
gration an. Diese liefert 

1 


Summirt man nun, so nimmt die Summe der Integrale die Form des 
letzten Gliedes in (15*) an, nur dass w durch (w* + 1) ersetzt ist. Die 
Summe über die erste Klammer reducirt sich dadurch, dass Ch+iO) 
= Cm+i(0) ist, auf 

+ /■(»«+i)(g + x) h /^»"+"(g + (r - l)x) - /^*"+»)(ij)] 

c= C«+,(0)a:*'-+»(/^»"+'>('2) -/■'*"+"(l)); 

wirft man dies in die Summe rechts in (15*), so tritt nur (im -f- 1) an 
die Stelle von m. Die rechte Seite von (15*) ändert sich also nicht, 
wenn man pn durch (m + 1) ersetzt. Ist demnach die Formel für m ■=» 1 
richtig, so gilt sie überhaupt 

Bei iw = 1 hat man für die rechte Seite von (15*) den Werth 

i f] 

Nun ist nach Vorlesung 7, §4, (4) 

OD 

C\{v) — — ^ (2nnr~ == — 1 ('^ — «^ + l),. 



1 

Ci(0) = - i»i ; 
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durch Integration ergiebt sich femer die Gleichung 

J^c,io)^ r\z, + x- xv)dv = c.(o)x»(r(.?) - AD) . 



*""* 



Somit geht für m = 1 die rechte Seite von (15*) in das Integral 

-J z'(C, iv) - C, (0))2 TK + ^ - a;«)d<; 





1 



*0 = » 






'» = « 

über, und dies ist identisch mit 

+ ^Jx\2v — 1)^ f(z„ + x — xv)dv . 

'o — * 

Hier verschwindet der erste Summand, und nochmalige partielle Inte- 
gration ergiebt für die zweiten Summanden die Form 

a;(2y — V)^f{z^ + ^ — ^m -^ ] x^ fiz^-^ x — xv)dv . 
Dadurch ist immittelbar als Resultat für die rechte Seite 

- (i/"(5) + m + x)+-- + 1ifir,))x +fnz)de 

zu erkennen, und dies stimmt mit der linken Seite von (15*) überein. 
Die Formel ist somit verificirt. 



§9- 

Wir kommen jetzt zu der in § 6 aufgeworfenen Frage nach der 
Fehlerabschätzung des Restgliedes in der E uler- Maclau rin' sehen 
Formel. 

Zunächst erinnern wir an die in der vierten Vorlesung abgeleiteten 
Mittelwerthsätze : 

/ /' / x,^l<x 

(19) / ^{x)i>{x)dx = ^(6) / if{x)dx ^{x) > 

ro io \oder ^(x)<.0 
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(20) J (f (x)iix)dx=^(x^)J tlf{x)dx + q>{x) J t{j:)iix 

Uo "^ 5 5^ -^'j 9 W steigt Dur oder lallt nur); 

(21) ß{x)iix)dx=^cfiM,.)h(x)dx {t-T\^^"^'x) 

{g)(x) steigt nur oder lallt nur in jedem Intervalle (S*« . . . Isx+s^). 

Schreiben wir jetzt den Rest der Euler-Maclaurin'schen Reihe 
in der Form, wie er sich mittels (18) für i* = 2m aus (15*) ergiebt: 

_J j^m+^c„,(v) - Öm(0)) y'/t^-).rfi;, 

^ 

so können wir (li>) anwenden und wollen dabei 

*0)-C„(r)-a„(O) 

setzen. Das ist erlaubt, denn aus der Definition der C.n folgt, dass 
C,n(v) — Cm(0) im Bereiche (0...1) das Vorzeichen nicht ändert. Be- 
zeichnen wir einmal einen Mittelwerth durch vorgesetztes Jf , so entstehet 

- :r«-+^Jtf [$/•(«-)] J(a«(tO - G,.(0))dv . 



Schreibt man für G„t(v) noch Gm^i{v)y so lässt sich wirklich integriren, 
und weil 6*1^,4-1(0) = C',n-\-iO-) = ist, erhält man 



Cm(0)a;2'»+^Jf [y'/'t^'«)]. 



Hiemach lautet die gesammte Formel: 



/ 



)l^)d^ - ^im + m +^) + "+nri- x)] 



(22) 2;^^ •? 

(0<t;'<l). 

„So haben wir eine erste Form des Restes; bei ihr ist über f(x) 
„gar keine Voraussetzung gemacht.'^ 
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Um zu einer zweiten Form zu kommen, machen wir die Voraus- 
setzung, dass Sf^^^^ im Integrationsgebiete niemals das Zeichen 
wechselt; dann können wir wieder (19) anwenden und jetzt 

n 
setzen. Dabei legen wir die Form (15*) 

jf{z)dz - xii,m + /•(! + x) + ... + /•(,_ o;) + yxn)] 



m 



•2 ^*<^^) if'^-'Hv) - P*-»>(l)]a;" 



A== l 



__J a;«'»+»C„,(v)^/'(«"')(«o + « — *«')<iy 
ZU Grunde. Hier entsteht für das letzte Glied durch den Mittelwerthsatz 

und die gesanunte Formel lautet mit der zweiten Form des Restes 



(22*) 



m 



■= '^ G,(o)rr'**-»(»2) - /-("-»(Dja:«* 



Ä = l 



(0<t;'^l). 

Diese Formel ist trotz der einschränkenden Voraussetzung besonders 
bequem, weil das Restglied kleiner' ist als das letzte Glied der Summe 
rechts, so dass man eine überaus leichte Abschätzung des Fehlers hat: 
Sollte die Voraussetzung über f(x) nicht erfüllt sein, so könnte man 
das Integrationsintervall in einzelne Theile zerlegen, für die unsere 
Voraussetzung gilt, und dann die Summe der Reste betrachten. Das 
hier eingeschlagede Verfahren rührt von Poisson her. 
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§ 10. 

Um zu weiteren Restausdrückeu zu gelaugen, behalten wir die Vor- 
aussetzung bei, dass^/^*"*^(;8?^,.+ a; — xr) im Integrationsintervalle ent- 
weder nie steigt oder nie fällt. Dann können wir den Mittelwerthsatz 

(20) anwenden und dabei 

»/ 

setzen. Den umzuformenden Rest entnehmen wir aus (15*) iu der Gestalt 



-fx»'«+'C„.(v)2! 



x^'"+^C„,{v)>^ f*"'^{Zo -f a; — xv)dv 



•»..;={ 



und finden för ihn, wenn < Oj, ^ 1 ist, 

Die Integration kann man wegen (7;„(t) = Cin^i{v) wieder durchführen. 
Da 6ro-f-i(0) = Cl-f t(l) = ist, erhält man 

= - a:«"'+> C';+i(t.„)(/x«»')(,,) — /•**"')(!)) . 
Hiemach lautet die gesammte Formel 

ff{z) de - a;[i/-(6) + A5 + ^) + • • • + /•( V - ^) + i/-(v)] 

r 

m 

(22**) =2 CUO)a;»*(/^"-*'('/) - /^"""(S)) 

— a;«'»+>c;+,(iO(/^*'">('?) - /^^"'KO), 

wobei 

2 sin ^nv^n 
x=l 

bedeutet. „So haben wir eine dritte Form des Restes erlangt." 



"^n 2 sin 2xt>o7r 

<x,(t'„) = (- 1)'»-'2; (2»;^»'"^ (0 < fo < i) 



. § 11. 

Um zu einer vierten Restform zu gelangen, wollen wir unsere 
Voraussetzungen etwas erweitern. Es möge die Summe unter dem 
Integrale zwischen und i\ beständig wachsen und zwischen r^ und 1 
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beständig abnehmen, oder umgekehrt. Dann könnten wir (21) ver- 
wenden. 

Eleganter werden unsere Resultate, wenn wir auf den Rest 



—J'x""+'iC„,{v) 



U 



Cm(0))yj r^-) • dv 




(VJ'O 



zurückgreifen, (21) anwenden und dabei Ci„(t;) — C>n(0) statt ^>{y) 
nehmen. Hierzu ist es nöthig, zu untersuchen, wie oft dies g)(r) aus 
dem Wachsen ins Abnehmen übergeht, oder umgekehrt; und das hängt 
davon ab , wie viele Maxima oder Minima G{v) zwischen imd 1 besitzt. 
Da C>„(0) = Cm(l) von Null verschieden ist, und da G„,{v) für 
jedes V zwischen und 1 einen kleineren absoluten Betrag hat als 

^/„(O), so besitzt Qm{p) innerhalb 
(0 ... 1) eine ungerade Anzahl 
von Maximis oder Minimis, etwa 
2^ 4" 1- Dann kann Gmiy) inner- 
halb dieser Grenzen höchstens 
2^ + 2 mal verschwinden. Das- 
selbe findet für C+iW = C^m(v) 
statt. Folglich hat Cm-|-i(v) inner- 
halb dieser Grenzen höchstens 
2^ + 2 Maxima oder Minima. 

Nun ist a;+i(o)=a;+i(i)=o, 

da C'tn^xiy) eine Sinusreihe ohne 
constantes Glied ist. Daher ver- 
schwindet Cm+i(v) zwischen imd 
1 höchstens 2ft + l mal. Cm4-i(0) 
hat also innerhalb dieser Grenzen 
höchstens 2ft + 1 Maxima oder Mi- 




(^'tH*.(^J'f> 





0,J^>' 



(l.n./^^'O 



\^ 



1 

T 



^^ 




C:jtrj'0 



nima, d. h. höchstens so viele, als 
C>„(v) ebendaselbst besass. Von 
Cmiy) gilt dasselbe hinsichtlich 
Cot— i(t;), u. s. w. 

WeüC,(t;) = -it;^ + it;— ^ 
nur ein einziges Maximum besitzt, 
nämlich für v^=\^ so hat also auch 
Gmiv) für jedes m höchstens ein Maxi- 
mum oder ein Minimum. In der That 
tritt bei jedem GJ^ für t; = ^ ein 
Maximum oder ein Minimum ein; denn für dieses Argument ist G^iy) 
=» G'„x(y) «= (7|„-.i(v) von Null verschieden, während Cv«(i) = wird. 




OL^,/vj'0 
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Aus den Formeln zu Anfang von § 8 ersieht man, dass für ein gerades 
ni bei v = ^ ein Minimum, dagegen für ein ungerades m bei v = ^ ein 
Maximum entsteht. 

Die Cm sind im Wesentlichen nichts als die Bernoulli*schen 
Functionen mit geradem Index; für die mit ungeradem Lidex, bezw. 
für die C',n(v) treten ähnliche Verhältnisse auf, welche durch ähnliche 
Schlüsse zu begründen sind. — 

Unseren Resultaten zufolge wird nun der Rest, weilC,;,(l) = C,„(()) ist. 






V 






r' > 

1 ., 



- ic*™+'(a,,(i) - c\..{o))f ^ r>"» ■ ih- 



c" > 



= - x*'"+'(C.„{i) - C'„.(0))J ^P"" • rfr 



r 



(o<i''<^<:v"<i). 

Die Diflferenz in der Klammer lässt sich noch umformen, und das Integral 
kann man auswerthen. Zimächst ist 

c'.(o)- c.(i)-(-i)- j' ^'^^^ = (- x-rS ,.<..+*„-.?■• 

statt die Summation über alle ungeraden Zahlen (2x + 1), führen wir 
sie über sämmtliche ganzen Zahlen aus und subtrahiren die über alle 
geraden Zahlen erstreckte Summe: 



QO 



- '- '^2 [~j.. - ^] - (- ^r2^. (2 (1 -2-..)) 



1—2 »IN 



= 2(1 - 2-«"oa»(o) = (- 1)« --^-^^jr-^ B^ . 

Ferner ist 



v" 



v' *o = ^ 

Iliemach lautet die gesammte Formel mit der vierten Restform: 
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ffie)dg - x[f(i) + /•(! + x) + ••• + fin- x)-] 

r 



2;» — 1 



(23) =2'^*^[^*"".(^) - f'-'Kv)] 



A = l 



- (- 1)- '^71,""^ -B™^*'" (2i'/""-''(''o+^-a^f));", 



•o— '» 



(2w)I 

oder auch nach der Umwandlung auf S. 136 



(f(z)dz - xWm + /•(! + a;) + ... + /•(,,- rc) + \f(yi)\ 



m — 1 



(23*) =^ Ci(0)[/^"-"(v) - /^"- ■)(S)]x" 



A = l 



»0 = 1 

Hier hat die letzte Klammer im Reste die Bedeutung der Gesänmit- 
sch wankung für die Summe der linken Seite von (23), wenn in ihr 
einmal für g gesetzt wird 5 + a;(l — t;') und einmal % -|" ^(1 — ^")- 
Dabei ist 1 — v' > ^ und 1 — t;" ^ ^, d. h. v < \ und v"> ^ . 




Neunte Vorlesung. 

Schema der partiellen Integration. — Anwendungen. — Allgemeine Summen- 
formel. — Andere Gestaltungen derselben. — Euler-Maclaurin'sche oder 
Poisson'sche Formel. — Willkürliehkeit in der allgemeinen Formel. — Ver- 
bindung zwischen der Poisson' sehen und der Diric hie tischen Formol. 

§1. 

Im Laufe der letzten Vorlesung haben wir Gelegenheit gefunden, 
die Euler-Maclaurin'sche Summenformel durch partielle Integration 
zu verificiren. Es leuchtet ein, dass es auch möglich sein muss, auf 
diesem Wege eine naturgemässe Ableitimg der Formel herzustellen. 
Das soll im Folgenden durch eine, bei der Anwendung der partiellen 
Integration nützliche Formel geschehen, welche ims gleichzeitig tiefere 
Einsiclft in das Wesen der Summenformel gewähren wird. 

Wenn f{x) und g{x) eindeutige Functionen der reellen Variabein 
Xy und wenn f^^\x), g^'^^x) ihre A*®° Ableitungen bedeuten, so ist 
fi^)(x) . ^(•— *)(— x) — f^^-^\x) . ^('•-*+i)(_ x) 

dx 

Nimmt man hierin A = 1, 2, . . . n und summirt, so resultirt die Diffe- 
rentialformel 

(1) /^•'K^)9{- X) - ax)g^-'K- x) =2 ^^-^^^]f:^^^(=lf)) 

und aus ihr, unter Voraussetzung derjenigen Eigenschaften für f(x) 
und g(x) und die auftretenden Ableitungen, welche für die Möglichkeit 
der Integrationen erforderlich sind, die Integralformel 

X X 

if^''^{x)g{— x)dx — jf{x)^''\— x)dx 

Xq Xq 

=2jdif^'-»(x)^''-'\-x)), 

^^^ Xo 

durch welche die verschiedenen Anwendungen der partiellen Integration 

Kronecker, Inteiprale. 10 



146 Neunte Vorlesung. 

schematisirt werden. Rechts führen wir die Integration nicht aus, weil 
wir sonst die beschränkende Voraussetzung der Stetigkeit von f(po) und 
g{x) machen müssten. 

§ 2. 

Die Formel (2) geht unmittelbar in die Taylor^sche über, wenn 
man die Integrationsvariable z an Stelle von x nimmt und dann 

X 

F\x) = f(x), Fix)-F(x,)=^Jf{z)dz, <;(^)-(^^)- 

Xo 

setzt. Denn alsdann wird 

X X 



X 



-Jm^'K- <')dü = - F(x) + Fix,), 
und wenn f^^'~^^(x) in dem Intervalle (Xq . . , x^ stetig ist, 

X 

Jd(f*-»(;^)5r(«-*)(-0)) = (p-')(^)p<'-»)(-^));=-FnXo)^-f^, 
so dass in der That die Taylor^sche Formel 

n f 

F{x) = F{x,) +2^-^-r^ ^<*'(^o) + ii j\x-zyF<*+^\z)dz 

1 ^ 

mit hinzugefügtem Restgliede resultirt. 

§3. 

Wenn die /'<''--^)(a;)^'»— *^( — x) stetig sind, und jedes für Xq und 
Xy denselben Werth hat, dann wird die rechte Seite in (2) gleich Null, 
imd es folgt 

if(j^){x)g(— x)dx =Jf{x)g^''\— x)dx . 

Nimmt man also z. B. 

9{x) = {{x + x^{x + x,)y , 
so entsteht 

/^•'KxXix - x,)(x - x,)rdx =ff(x) i*'«-^- ^-^f - ?•)>- dx; 
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der Werth des Integrals auf der rechten Seite wird demnach für irgend 
welche ganzen Functionen (w — 1)**^" Grades f{x) zu Null. Dies ist aber 
jene Eigenschaft, welche wir im § 5 der vorigen Vorlesung zum Zwecke 
der mechanischen Quadratur benutzten, und die von Jacob i auf eine 
Formel für die Darstellung von fuvdx basirt wird, welche von der 
Gleichung (2) nur formal verschieden ist und aus ihr hervorgeht, wenn 
u = f(x) und V = 5f(*^( — x) gesetzt wird. 



§4. 

Wir nehmen in der Formel (2) fOr f(x) eine Function, welche 
nebst ihren Ableitungen fix), f\x)y . . ,f^'*'^^\x) in dem ganzen Inter- 
valle von Xq bis Xr endlich und stetig ist, für g(x) aber eine solche, 
deren (n — 1)*® Ableitimg an einzelnen, durch die Werthe 

rC = a;,, X^, ... Xr—i {Xq<Xi<X^ <- " < Xr—i < Xr) 

bezeichneten Stellen des Intervalls {x^ . . , xi) unstetig, dabei jedoch 
durchweg endlich, ist, wodurch dann oflFenbar die Fimctionen g{pc)y g\x), 
. . .^*""'J(a;) als endlich imd stetig festgesetzt werden. Dadurch ver- 
wandelt sich die Gleichung (2) in eine ganz allgemeine Summen- 
formel, und hierin besteht wohl die merkwürdigste Anwendung, welche 
man von jener Integralformel (2) machen kann. 

Unter der angegebenen Voraussetzung wird nämlich das erste, 
. dem Werthe A = 1 entsprechende Integral auf der rechten Seite von (2) 



*r 



/• 



^ d(/-(ar)(7<-»(a;)) 
gleich der Simime 

r--l 

imd diese wird daher gemäss der Integralformel (2) durch den Ausdruck 



«r *r 



Jfin)^^)g^_ ^^ax -Jf(x)g^^)(— x)dx +^(f^''''K^)9^^-'K-^))Z 

Xq Xq ~~ 

dargestellt, wenn die Fimction ^''""^^( — x) innerhalb jedes einzelneu Inter- 
valles (a:* . . . Xk^i), in welchem sie stetig ist, zugleich Ableitungen 
(^n)^ — x) mit endlichen Werthen besitzt. 

Diese Bedingungen für die Function g^^^^^x) sind sehr gering. 

Man kann irgend welche r stetigen, diflferentiirbaren Functionen 

10* 
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annehmen und alsdann die Function ^'*~~^^{x) durch die Bedingung 

^.-i)(_^) = g,^(x) für xt-.i <x<Xk (k = 1, 2, . . . r), 

d. h. also dadurch definiren, dass sie in jedem der r Intervalle 

Xk^i<x<Xk (4=1,2, ...r) 

^ mit der bezüglichen Fimction (pk{x) übereinstinmien soll. 
Es ist dann auch 

— ^"^(— x) = q)k{x) für xjt-i <x<Xk (Ä- = 1, 2, . . . r) 

zu setzen, wobei ^>k(^x) die erste Ableitimg von q)k(x) bedeutet; die 
Functionen ^"""^^C^), 9f'"~^^{x)y - • -ffix) sind durch die Gleichung 

X 

(3) J g^'\x)dx = g^'-'^^x) 

ZU bestimmen, wenn man darin der Reihe nach A = w-wl, n — 2, 
... 1 imd die unteren Grenzen w^— i, w»— 2, • • . Wi ganz beliebig annimmt. 
Da nun bei den angegebenen Bestimmungen 

lim ^»-^>(6* — Xk) = g)k{xk) , lim sr<«-i)(— e* — Xk) = 9)*-|.i(a;it) 

(Ä = 1, 2, ...r) 
wird, so erhalt mau die ganz allgemeine Summenformel 

2^(^*)t^*(^*) ~^*+^(^*)l =^J/'(^)9*(^)rf^ +J f^''\x)g{—x)dx 
* «;k_i «0 



(4) 

A = 2 



A = 2 

in welcher 

zu setzen ist. 

Diese sehr allgemeine Formel kann dazu dienen, um die mit ge- 
wissen Differenzen multiplicirten Functionswerthe f{x^y fi^i)? • • -fipr) 
zu summiren. Will man die Functionswerthe selbst summiren, so hat 
man nur die*9>;b so zu wählen, dass 

q>k{Xk) — (pk-ir\{xk) = 1 (i = 0, 1, . . . r) 

ist. Wie man sieht, bleibt dabei noch eine grosse Willkürlichkeit für 
q)k{x) zurück, und es kann daher bei unveränderter linker Seite die 
rechte Seite in (4) von mannigfacher Gestalt sein (vgl. § 7). 

Die Integralsunmie auf der rechten Seite ist im Gnmde nur ein 
einziges Integral, da man z. B. in den meisten Fällen anstatt der ver- 
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schiedenen q>i(x) eine einzige Fourier'sche Reihe einführen kann. Ist 
nun ein solches Integral vorgelegt, so erlaubt die Gleichung (4) seine 
näherungsweise Auswerthung mittels einer Summe von Fimctions- 
werthen f{Xk), zweitens einer Summe, in der die Ableitungen von f(x) 
auftreten, und endlich dem Restintegrale 



»r 



Jfin)(^x)g{- x)dx . 



So erfüllt also die Formel (4) einen doppelten Zweck. 

§5. 

Um die Differenzen ^k{Xk) — q)k^i{xk) sämmtlich einander gleich 
zu machen, wählen wir eine Function rpix) mit denselben Eigenschaften, 
die wir für <^"""^^(— x) als erforderlich aufgestellt hatten, und setzen 

1 

tl>{x) — I tlf(x)dx = sr<"-^> (— x) . 



Dann besitzt (f^'*'~^^( — x) natürlich alle Eigenschaften, um in eine 
Fourier'sche Reihe entwickelt zu werden, und man erhält diese etwa 
in der auf S. 95 angegebenen Form 



^«-i)(_ x) =^ a, cos (2xx + Vx + i)» (0 < a; < 1) . 



Hier ist nicht von x = an, sondern nur von x = 1 an summirt; für 
X = erhält man nämlich nach S. 92 als das constante Glied: 



*i 111 



/ ^n-i)(_ ^) j^ = / ^,{x)dx — I dx I tlf(y)dy = . 

l) 

Von ^(^) wollen wir noch voraussetzen, dass ^(0) =4= ^(1) i^^; so dass 

also auch 

Hm(7<'— 1)(~ 1 + **) 4=lim^''-i)(— d') 

wird. 

Die Entwicklung in die Pourier'sche Reihe gilt nur für das 
Intervall 0<a:<l. Wir wollen aber umgekehrt jetzt jene Entwickelung 
als Definition für (/^"■"^^( — x) im Gebiete von :r = bis x = r an- 
sehen, wobei r irgend eine positive, ganze Zahl bedeutet. Wir brauchen 
jedoch im Folgenden nur die Werthe von g^'*~~^^{ — x) für 

a; = Um (x + d») (x = 0, 1, 2, . . . r). 
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Auf diese Weise erreichen wir es, dass die DiflFerenzen 

g),(x) - 9x+i W = lim (/•-i>(Ä« - x) - Hm (/<'-^>(- <J« - x) 

(x = 0, 1, 2, ...r) 
unabhängig von x gleiche Werthe annehmen, nämlich stets 

lim^«-»)(- 1 + d-) — lim^''-i)(— d') . 

d = 0=0 

Wir führen weiter eine Function g^'*'~^\x) durch 
oder durch « 



ein, fiir welche sich dann sofort 

Hm (/<''-«>(— 1 + «^ _ liin^«-«)(— 6^) = 

ergiebt. Denkt man sich nun ^'*"~*^( — a?) in eine Fourier'sehe Reihe 
entwickelt, dann reicht die letzte Eigenschaft aus, um die gliedweise 
DiflFerentiation zu gestatten. Bisher ist aber ^'*'"^)(a;) nur bis auf eine 
Constante bestimmt; diese wählen wir jetzt so, dass wieder 

/^n--2)(_ x)dx = 



wird. Demnach fällt bei der Fourier'schen Entwickelung das con- 
stante Glied fort, imd wegen der bereits bekannten Entwickelung von 
^a— 1)^__ /p) ergiebt sich, da gliedweise Differentiation möglich ist. 



CO 



^— «(_a;) -=2'(2-»i)' cos (2x0; + t;«+ |-)«. 
In gleicher Weise fOhrea wir eine Function ^*~^{x) durch 

ein, der wir noch die Bedingung auferlegen können, dass 

1 



lg/Cn-i)(^^ x)dx = 





sein soll. Dann ergiebt sich auf gleiche Art wie soeben 

OD 

«^«-8)(_ x) =2^ -^^^. j COS (2xa; + », + y) « 

1 ^ ' • 
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und ebenso allgemein: 

j;(.-*)(_ z) =2' ,7^ cos (2xx + «,+ !)« (A = l,2,...n). 

^^ (2»«) ^ • *' 

Dagegen ist für 5^*>( — x) eine Ableitung durch Differentiation der 
Fouri er 'sehen Reihe nicht möglich, weil der Annahme nach 

Um^*-^)(— 1 + d^) — Um^*-i>(— d«) 4= 
ist (vgl. S. 98). Hier hat man zu definiren: 

^•'(- -) — '-^^=^ , 

wo nun aber die Function fl^''~*^( — x) selbst zu differentiiren ist, nicht 
aber die sie darstellende Fourier'sche Reihe gliedweise differentiirt 
werden kann. Den Voraussetzungen nach besteht ein Differentialquotieut 
von (/^"""^^(a;). Die <^*>(ic) sind jetzt für alle reellen Werthe von x 
definirt. 

Setzt man diese Functionen 5K*^( — o^ in die Integralform'el (2) 
ein, nimmt man femer für f{x) eine, nebst ihren ersten (n — 1) Ab- 
leitungen stetige Function, und für die Grenzen Null und die ganze 
Zahl r, so geht das erste Glied der rechten Seite in 

r — 1 OD 

-2'/'(*) lim 2 2^17 "^^ (2*(* + «') + «* + 4) « 

r 00 

+2/-(Ä:) lim^'ä^ «>8 (2Ä(* - ^ + t>* + * )« 

über. Hier kann offenbar in den inneren Summen Ä getilgt werden, 
so dass der Limes gemeinsamer Factor aller Summanden wird; dadurch 
erhalten wir die Form 

ao r — 1 

2 lim ^^ ~^ sin 2A£^;r cosv^jr • ^, /*(Ä) 



CO 



+ im - /-(O)) lim 2 ^^^ cos (2Ä«» - i;* - |) n . 

Die folgenden Glieder der rechten Seite liefern einfach, da die ^«— *) 
für Ä> 1 stetig sind, imd da (^••"*>(r) =-jf<«--*)(0) wird, 



OD 



^ (/^»-')(r)-/x*-i)(0))2' -—., cos (t;* + 1) « • 
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Zu dieser Summe ziehen wir endlich noch das letzte obige Olied, so 
dass dies 



00 



2(/x*-i)(r)_/x*-»)(0))lim2',7— *co8(2Ä6«-t>*-|)« 
ergiebt. Dadurch geht (2) in die allgemeine Summenformel über: 

— 2 lim ^ r^ sin 2ke^x cos t;*jr -^ fQi) 

r 

(6) = / (/•(a;)^»)(_ x) — f^-'\x)g(— x))dx 



CO 



+^(/x*-.)(^)_p-.,(0))Um2'^* 008(2*6* -V,- l)n. 



§6. 

Wir specialisiren nun die erhaltene Formel auf zwei Arten. 
Ninunt man in (6) 

n = 2»» , a* = — 2 , v* = , 



so wird 



00 



g(—x) = (— n^+l y' ^i- COS 2kxji, 



00 



<;<-'>(- ^) =2^— »l-a:, also <;(-)(- ;c) = 1 , 

1 

(0 < a; < 1) ; 



00 



lim y'--^cos(2Ä£«-t;*-A)7r=0 (Ä = 3, 5, ...2m- 1), 



*— -2 



oder = (-1)« 2' 

• (A = 2, 4, ...2m), 

oder = — 1 (Ä = 1) ; 



2 

00 



— 2 lim ^1^ ~oY~" sin 2Ä£*ä • cos t?;tjr = 1 . 



'=0*^1 



Die beiden letzten Resultate folgen aus dem für gK'»~^^( — a;) . Jetzt 
geht die allgemeine Summenformel in folgende specielle über 
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mO) + f(.i) + m + ■ •• + f(r - 1) + \f(r) 



r 

(7) =Jfix)dx 



m 00 J^ op 

diese Formel wird meist als die Euler'sche, aber auch wohl als die 
Stirling'sche Summenformel bezeichnet. Es findet sich jedoch bei 
Keinem von Beiden eine Spur von dem Restgliede, wenngleich freilich 
Euler angegeben hat, wann die Reihe der Ableitungen convergirt. 
Reihen, wie die obige, die zwar nicht convergent sind, jedoch ein 
Restglied besitzen, welches bei jeder Auswerthung der Summe für 
irgend einen Werth von x den gemachten Fehler zu bestinmien er- 
möglicht, segeln unter dem unglücklich gewählten Namen „semiconver- 
genter Reihen". 

Nach Euler ruhten die Untersuchungen über diese Reihe, bis 
ihre Theorie wieder von Poisson in seiner am 11. Decbr. 1826 in der 
Pariser Akademie gelesenen Abhandlimg: „Sur le calcul nimierique des 
Integrales definies" entwickelt worden ist. Sie findet sich bei ihm 
genau in der obigen Gestalt und in allen wesentlichen Punkten richtig 
abgeleitet. Er hat die Formel also zuerst gegeben; denn ohne Rest- 
glied ist es keine Formel. Wir können sie deshalb als Poisson 'sehe 
Formel bezeichnen. Mit Unrecht hat Jacob i geringschätzig von der * 
Poisson 'sehen Abhandlung gesprochen, als er sie am Schlüsse seines 
Aufsatzes: „De usu legitime formulae Maclaurianae'^ (Grelle 's J. Xu) 
in wenigen Zeilen erwähnte und von ihr sagte, die Frage sei dort in 
ganz anderer Weise behandelt. Das ist imzutreffend; denn im Ghrunde 
hatte der Poisson'sche Aufsatz die Jacobi 'sehen Untersuchungen 
überflüssig gemacht. Der Hauptunterschied liegt, abgesehen von der 
eleganteren Deduction Jacobi's darin, dass er die Bernoulli'schen 
Functionen statt der Summen 

i^l (2 äT)»"^ 

einführt, wodurch dann das Restintegral der Formel (7) in eine Summe 

1 i 

von r Restintegralen /+/ + ••• auseinander gebrochen wird. Wahr- 

1 

scheinlich hatte Jacob i ohne Kenntniss der Poisson' sehen Arbeit die 
Jahrhunderte alte Frage selbständig und gründlich gelöst und erfuhr 
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erst während des Druckes seiner Arbeit durch Grelle von jenem Auf- 
satze; dies veranlasste ihn dann wohl zu jenem etwas ungerechten 
Schlusssatze. 

Auch Dirichlet liebte, mancher üngenauigkeiten wegen, die Art 
und Weise der Po isson 'sehen Deduction wenig. Aber diese üngenauig- 
keiten sind auf das Hauptresultat ohne Einfluss und lassen sich übrigens 
auch mit geringer Mühe beseitigen. 

Das Wesentliche der in der vorigen Vorlesung abgeleiteten Summen- 
formel ist in (7) enthalten. 

§7- 

Es ist hervorzuheben, dass die Verallgemeinerung der Poisson'- 
schen Summenformel, welche in der Gleichimg (6) gegeben ist, nicht 
etwa eine bloss formale, sondern vielmehr eine wichtige sachliche Be- 
deutung hat. Soll nämlich, wie in jener Poisson' sehen Formel (7), 
eine Summe 

i/'CO) + m + A2) + . • • + f(r - 1) + ^f{r) 

durch einen Ausdruck mit dem Haupttheile 

r 

f{x)dx 



dargestellt werden, so enthält diese Aufgabe insofern eine wesentliche 
Unbestimmtheit, als bei der Simime \f(P) + /*(!) + • • • nur die Werthe 



r 



der Function f{x) für a; = 0, 1, ...r, bei dem Jntegrsle 1 f(x)dx aber 







die Werthe für alle Argumente zwischen ä? = und a; = r in An- 
wendung konmien. 

Diesem Umstände, welcher offenbar bei jener Frage der Darstellung 
von Summen 

^m + m + f(2) + ..- + fir - 1) + i/-(r) 

eine besondere Beachtung verdient, wird in der allgemeinen Summen- 
formel (6) bis zu einem gewissen Grade dadurch Rechnung getragen, 
dass in dem Haupttheile des Ausdrucks auf der rechten Seile 

r 

f{x)^''\— x)dx 



die Function f{x) mit einer Function ^^^{-^ x) multiplicirt ist, welche 
in dem ersten Intervalle von x = bis x = 1 ganz willkürlich an- 



r 
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genommen werden kann, deren übrige Werthe aber alsdann durch die 
Periodicitätsgleichung 

5f<'')(— x) = 5f<'*>( — x—\) 
zu bestimmen sind. 

Um die hier betonte Willkürlichkeit der Function r/<''^( — oc) ge- 
nauer darzulegen, sei daran erinnert , dass den Entwickelungen in § 5 
irgend eine für alle Werthe von a; = bis a? = 1 endliche, stetige 
und diflferentiirbare, der Ungleichheitsbedingung ^(())^=V'(1) genügende 
Function ^{x) zu Grunde gelegt, und dass dann 

1 

i>{x) —ji>{x)dx = (/^'— ^>(— x) , 

gesetzt worden ist. Geht man nun von irgend einer endlichen, integrir- 

1)aren Function ^'*)( — x) aus, deren Wahl einzig und allein durch die 

1 

Bedingung /5f^"^( — a:) 4= beschränkt wird, so hat man, um eine für 



die weitere Deduction geeignete Function ^'^~'^^{ — x) daraus abzuleiten, 
nur S^'*'"*^(— a;) durch die Differentialgleichung 

.(«-Dl 
dx 

und die Constante der Integration durch die Bedingung 

1 

/^'.-i)(__ x)dx = 

zu bestimmen. 

§8. 

Von besonderem Interesse' ist auch der specielle Fall von (6), in 
dem äussernden Grössen v^ noch eine Anzahl von den ersten Grössen a 
z. B. a,, Oj, . . . a,_i gleich Null sind, die folgenden Grössen a aber 
sammtlich einen und denselben von Null verschiedenen Werth haben. 

Nimmt man nämlich in (6) aus § 5 

n = 2w; v^ = t;^, = • • • = 0, 
o^ = ^2 = • • • = a,_-i = 0, 



5f(»)(_ x) ^--^ -^ 



so wird 



X 



/ \ / -i\,n-i-i "V^ 2 COS 2kxn 
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00 Jt 1 

r«,.. ,v / X ^7 sin 2 Are« 1 ^7sm2Ä;a;« 

a 1 

^«»0(_ a;) = § cos 2Äa:;r = «J^lZlü^Jf , 
lim y"— ^cos/'2Ä:aä'— t;t-^)«=.0 (Ä-=3, 5, ...2m— 1) 

od» -(-1)4^^ 

(Ä ==■ 2, 4, . . . 2w) 
oder = — y (*=!), 



'^7 er. 
2 lim y^ — , sin 2ifc6*Ä • cost;*^ = 1 , 



*=ü 1 



und es resultirt die speciellere Summenformel 

(«) MO) + /•(! ) + /•(2) + . . . + /^(r - 1) + i/-(r) 



m CO 



•/ JL 1 



'^(-1^2 





00 



A- !Ä ("«)" 



' 

Hier wird nicht nur das Restintegral, sondern auch jedes der übrigen 
Glieder auf der rechten Seite, mit Ausnahme des ersten, um so kleiner, 
je mehr man s wachsen lässt; und die Formel liefert daher auch einen 
immer besseren Ausdruck für den Werth der Summe 

^/•(o) + /•(!) + /"(ä) + • • • + fir - 1) + \f{T) , 

je grösser man die Zahl s annimmt. Vor Allem aber erscheint die 
Formel (8) wohl dadurch bemerkenswerth, dass sie eine Verbindimg 
zwischen der Poisson^schen (oder Euler -Maclaurin'schen) und 
zwischen der Dir ichle tischen herstellt, welche wir in der sechsten Vor- 
lesung § 5, (10) abgeleitet haben. Während nämlich (8) für 5 = 1 mit 
der Po is so n' sehen Formel identisch wird, geht es andererseits für 
den Grenzwerth s = cx), für welchen sich der Ausdruck der rechten 
Seite auf 



lim ff(^) '^n^J)^ dx 



a = ao 





reducirt, in die erwähnte Dir ichle tische Simimenformel über. 



Zehnte Vorlesung. 

Anwendungen des C au chy 'sehen Satzes. — Partialbnich-Zerlegung von /*({) cotg f ar. 

— Summen, durch Integrale ausgedrückt. — Gauss 'sehe Summen. — Das 
Cauchy'sche Integral. — Taylor'sche Reihe. — Das Cauchy'sche Residuum. 

— Zahl der Unendlichkeits- und Nullstellen. — Wurzelexistenz algebraischer Glei- 
chungen. — Unendlichkeits- und Nullstellen einer doppelt-periodischen Function. — 
Functionentheoretisöhe Anwendimgen. — Entwickelung von Functionen in Potenz- 
reihen. — Anwendung auf eine mehrdeutige Function. — Partialbruch-Zerlegung. 

§ 1. 

Wir knüpfen nunmehr an das Resultat unserer Untersuchungen 
in der dritten Vorlesung an, welches wir als den Cauchy'schen Satz 
bezeichnet haben. Dieser lautet: „Es ist das Integral 



j f{x + iy)d{x + iy) 



f 



„einer complexen Veränderlichen, erstreckt über seine natürliche Be- 
„grenzung, gleich Null. Die natürliche Begrenzung des Integranden 
„wird von den Punkten und Linien gebildet, in welchen f(x + iy) oder 
,ff{x + iy) aufhört, endlich oder eindeutig zu sein." 

Wir verstehen unter z die complexe Variable x + iy und be- 
trachten als erstes Beispiel 

-^-^^n cotg 07ca0 . 

f{z) soll nebst seiner ersten Ableitung in der ganzen Ebene .der Xj y 
endlich und eindeutig bleiben, und der Integrand soll für unendlich grosse 
Werthe von z verschwinden. Dann wird die natürliche Begrenzung von 
kleinen Contouren gebildet, welche die Punkte =r= t und jg? = 0, + 1, 
+ 2, +3, ... umgeben. Erstreckt man also das Integral einmal über 
einen unendlich grossen Kreis und andererseits in entgegengesetzter 
Richtimg über jene Contouren, die als Kreise gewählt werden dürfen, 
so ist das Resultat gleich Null. Weil aber unserer Voraussetzung ge- 
mäss der Integrand im Unendlichen verschwindet, so erhalten wir 

^, I _ ^ 7C cotg07td0 + / -^i 3r cotg0jtd0 = . 
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Der Index x durchläuft ganzzahlig alle Werthe von — oo bis + oo , 
und das Integral mit dem Index (x) bezieht sich auf einen kleinen um 
z=x, das mit dem Index (g) dagegen auf einen kleinen um z = t, ge- 
schlagenen Kreis. Wir nehmeu weiter an, dass 5 mit keinem der 
Punkte z =^ % zusammenfällt. Wird nun im zweiten Integrale 

gesetzt, so geht dieses Integral für lim p = in 

in 

lim ff(t + pc*0«cotg(S + pe»0« ^-'"^ 

= Ä cotg 5jr/*(5) • 2jti 
über, und ebenso erhält man 

0=0*/ « +?« ' — t 



f 



in in 






«»> . 2«i . 



Tragen wir beide Resultate in die obige Formel ein, so liefert diese 



00 



(1) n cotg gÄ . /•(£) =^ ^^ (x ist ganzzahlig), 



— op 



und dies ist nichts Anderes als die Zerlegung von ä cotg gjr • /*({;) in 
Partialbrüche. 

Setzen wir, was unsere Voraussetzungen über den Integranden er- 
lauben, f(z) = 1, so kommen wir zu der auf S. 68 Z. 1 abgeleiteten 
Formel 



00 



(1*) « cotg«« =2 ^^ ■ 

— 00 

Unsere Bedingungen sind femer für 



e 



ivMni 






f(z) cotg Z7t = JiJiTZl 



^2(1— »)*7ri ___ ^—iv$ni 



erfüllt, sobald man bei der Umgrenzung die Punkte vermeidet, in denen 
der Nenner e^****' — 1 gleich Null wird. Setzt man nämlich 

jßf = 2J (cos 9 + i sin 9) , 
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dann wird der Nenner von f{z) cotg zn \n seiner letzten Gestalt 

g — 2(1 — t) Ri&n.(p • it ß—^ (l — v)Rco%tp'ni ^v RviiKp' n ß—2v Rco%tp • ni 

Was also q> auch für einen von und n verschiedenen Werth haben 
naag^ einer der beiden Exponenten von e 

— 2(1 — v)Iln sing) oder 2vRit sin qp (0 < t? < 1) 

wird für unendlich grosse JR positiv unendlich gross; der Werth von 
f{e) cotg ZTt wird daher Null, und deshalb dürfen wir die gewählte Func- 
tion in (1) eintragen. Da nun bei ganzzahligen k der Werth des Nen- 
ners von f{js) gleich 2 wird, so entsteht die Formel ^ 

^^ni_^^ =\^^ZT:=-i (0<t;<l), 

welche wir bereits auf anderem Wege unter (6) in § 5 der siebenten 
Vorlesung abgeleitet haben. 

. § 2. 
An zweiter Stelle wählen wir für das f{ß) in 

f(z)dz = {z = X + iy) 



i 



eine Function, die innerhalb eines gewissen Bereiches nebst ihrer Ab- 
leitung f{z) endlich und eindeutig ist. Mit Hülfe von (1*) bilden wir 



oo 



f{z) n cotg zn = ^, ^ (x ist ganzzahlig). 



00 



Dieses Product ist innerhalb desselben Bereiches gleichfalls eindeutig; 
und wenn man aus dem Bereiche alle Punkte der Abscissenaxe mit 
ganzzahligen Abscissen ausschliesst, dann bleibt im Bestbereiche das 
Product nebst seiner ersten Ableitung eindeutig und endlich. Bezeichnen 
wir die natürliche Begrenzung von f(z) durch (JB), und integriren über 
das Product längs (B) und um alle innerhalb (B) liegenden Punkte 
jgf r» X der Art, dass die eingeschlossene Fläche zur Linken bleibt, so 
ist das eine Resultat gleich dem anderen, und es gilt die Gleichung 



/ fOO^ cotg zndz = Xi / f{^)^ cotg zndz 



(Ä) « (X) 



-HfSB,^'- 



* (x) A= — • 



Das Integral links wird über die natürliche Begrenzung von f{z) er- 
streckt; rechts dagegen das Integral mit dem Index (x) über eine 
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kleine, den Punkt x = x\ y = umgebende Contour, beide in der- 
selben Richtung genommen; dabei bezieht sich die Summe rechts auf 
alle ganzzahligen Werthe x, die innerhalb der natürlichen Begrenzimg 
von f(z) liegen. Aus der zweiten Form rechts ist ersichtlich, dass nur 
der Summand nach Ä, für welchen Ä = A; ist, ein von Null verschie- 
denes Resultat geben kann. So entsteht aus der obigen Gleichung 

/ f(z) 7t eotg 07t • dz =^^ / __ d0 (x ist ganzzahlig) . 

(Ä) * (X) 

Nehmen wir nun für die Contour, die den Punkt jer = x umschliesst, 
einen kleinen Kreis mit dem Radius o und setzen 

z — X = (> • e^*"'*, 

dann wird 

1 

I _LLZ_ dz ^= hm I - — ,\,. — ^ Q^""* ' 2%%dv 

{^) ^ ^ 

1 

= 27ti lim / /•(x + Qe^''''')dv . 



Wegen der Stetigkeit von f wird bei hinreichend kleinem q 

\ fix + Qe"»'-) -f(x)\<x, 
wie klein auch r angenommen wird, ftlr jedes v. So resultirt 



m 



Jj^^ . dz = 2nif{x) . 



und daher erhält man die Formel 

(2) 2/-(x) = 2^ Jm cotgxr« . d^ . 

Hier wird die Sunune wieder über alle ganzzahligen z = tc erstreckt, 
die innerhalb der natürlichen Begrenzung (JB) von f{z) liegen. 
Durch die Darstellung mittels Exponentialfunctionen 

cotg^;r = i ^,^^._^ 
ergiebt sich aus (2) die Formel 

(3) ^m-^Sm'i^\d0. 

Setzt man hier q>(z) statt f(z)(e^'^* + 1) ein, wobei die über f(z) ge- 
machten Voraussetzungen auch für q)(z) gültig bleiben, dann geht f(x) 
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in -J-^Cx) über; also entsteht, wenn man wiederum f für tp schreibt, 
aus (3) die Formel 

(4) 2f^-SMl,- 

ifi) 

§3. 

Wir wollen nun das Gebiet (JB) in folgender Weise festlegen: 
Es sei zunächst durch zwei Parallelen zur X-Axe begrenzt, die in 
den Entfernungen — rj und + V verlaufen, so dass also die Integration 
für X — rji von x = — oo bis + cx) und diejenige für a: + ^* von 
a? = + cx) bis — CX) ausgeführt wird; die weitere Begrenzung bestehe 
aus zwei Strecken, welche senkrecht zur X-Axe in unendlich grosser 
Entfernung auf beiden Seiten die erstgenannten Parallelen verbinden. 
Damit eine derartige Integration möglich sei, müssen wir voraussetzen, 
dass f(/) und f(z) in dem bezeichneten Streifen, welcher die X-Axe 
umschliesst, eindeutig und endlich ist, und dass sich f(/) darin bei 
wachsenden Werthen von x der Null nähert. Es verschwinden dann die 
über f(x + iy) cotg(a: + iy)nd(x + yi) für ein constantes, unendlich 
grosses, nicht ganzzahliges x von y = — i; bis y = + ^ erstreckten 
Integrale, und (4) geht in 

/r\ ^ f(^\= r J\xj-jii%ldx_ r f{x + rii)(lx 

— * —X 00 

OD 00 

/ /"(x — 7i%)dx / f\— X + r}i)t1x 



-00 
CO 



J\ 2» 8in (X — ij 0« 2 1 sin (— x + ijö'it / ' 



00 

• 00 



00 

über. Die erste Umformimg rechts ergiebt sich durch Einführung von 
— X statt X in das zweite Integral. 
Setzt man nun hier 

/•(««) + /'(-«) = M«) , , ,., , /SJ_,,S 

/•(„) _ ^(_ „) = 2^(«) , ""^ /("> = ''(«) + *W '. 

so bedeuten ^(m), ^(m) zwei, denselben Bedingungen wie /"(w) unter- 
worfene Functionen, von denen die erste eine gerade, die zweite eine 

Kron«cker, Integrale. 11 
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ungerade Function ist. Bei der Einführung von f = (p -{• ^ in (5) 
trennt sich der auf 9 bezügliche von dem auf V' bezüglichen Theile, 
da ja tp und ^ von einander unabhängig sind; das Resultat für g) ist 



oo 



00 



(6) 



y, ^(x) == - / (p{x — rii) cotg(a; — 7ii)7tdx . 

— 00 



'OO 



Allgemeinere Resultate erhält man, wenn zuerst in (5) f{pc) durch 
f{x)e^*'^\ ersetzt wird, wo < v < 1 sein soll. Führt man dann für 
f{x)f wie soeben, (p{x) + V'C^). ein, so entsteht 



00 



00 



i Xi 9(x)cos2xt;«= / (p(x — i^t)cos(2i; — l){x — rjt)x — 



dx 



sin(a; — rii)n 



(7) 



00 



00 



»2^Wsm2xv«=/v'(aJ— J2*>in(2ü— l)(a;— ijt>^jj^^--^ 

— * —00 



(> 



((p{x) gerade; i)ipc) ungerade; <«•<!), 

Die aufgestellten Formeln rühren ihrem wesentlichen Inhalte nach 
von Abel hier, der sie in dem Aufsatze: „L'integrale finie ^"yfa) ex- 
primee par une integrale definie simple" ableitete. Dazu gehörte zu 
Abel's Zeit noch analytischer Erfindungsgeist, heute gehört dazu nur 
Geläufigkeit in der Benutzung der Cauchy 'sehen Formel. 



§4- 

Dem Ca uchy 'sehen Theoreme gemäss ist 

2ni 



(8) 



/ 



(x+iy)» 



J— T^^TÖh:.^ ^(^ +* ^y) = , 



(o.y.) 



\ 



I 



[P>Uo> 



(iri„%) 



(i^.yj 




wenn vom Punkte (0, — yj nach (0, ^- y^) in gerader Linie integrirt 
wird, alsdann um (0, 0) als Mittelpunkt im Halbkreise, dessen Inneres 
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links lassend; nach (0, ^q), daim in gerader Linie von (0, y^) nach (0, y,), 
von da nach (^w, j/i) und von da nach (^w, j/q), alsdann um (^w, 0) 
als Mittelpunkt im Halbkreise^ dessen Inneres links lassend^ nach (^n, 
— y©); ferner in gerader Linie von (^n, — j/q) nach^^n, — y,) und 
von da nach (0, — y,); endlich um jeden der in der X-Axe liegenden 
Punkte (k, 0), für welche Ic eine positive ganze Zahl und kleiner als 
\n ist, in einem Kreise mit dem Radius y^, das Innere zur Linken 
lassend. Dabei werden y^ und y^ als positiv vorausgesetzt, y^ > y^y und 
Va < i, w als ganze, positive Zahl. Lässt man mm y^ nach Null hin 
abnehmen, dann folgt für die Integration um jeden der Punkte (Ä, 0), 
wenn x -{- iy = k -{- qc^^ gesetzt wird, und man beim Grenzübergange 
die höheren Potenzen von q vernachlässigt, 

. C » Imi I ^. = 6 » I jr- = — /^ » : 

^0 

ferner für die Integration über den Halbkreis um (0, 0) 



2 2 



TT* *' 7t 

2' ""T 



endlich für die Integration über den Halbkreis um i^ , O) 



2 

e 



3/r 
2 



- U)lim f- '-'-'^ ,. =Ooder=---e-^U) 



n 
1 



je nachdem n ungerade oder gerade ist. 
Da ferner 



ini ^ 2äi 

ist, so kann man die Summe der um die Kreise und die Halbkreise 
geführten Integrationen gleich 

setzen. 

Weiter betrachten wir in (8) die beiden Integrale, welche sich 

auf die Parallelen zur X-Axe beziehen; diese liefern 

11* 



164 Zehnte Vorlestmg. 

1 



«*• 



c " dx . I e dx 



1 

2" 



Setzt man in das zweite dieser Integrale y — a; für a; ein und mul- 
tiplicirt Zähler und Nenner mit e«««(*+yiO^ dann geht die Summe in 



1 1 

—-II - n 

2 i 






. ü 

1 1 

2 2 



da; 





über. Nun mag y, ins Unendliche wachsen; dann nähert sich der ab- 
solute Betrag des Integranden in jedem der beiden Integrale und damit 
die Summe der Integrale selbst dem Werthe Null. 
• Endlich bleiben in (8) noch die 4 Integrale zurück, welche sich auf 
die zur X-Axe senkrechten Strecken in rr = und a: = ^w beziehen; 
die beiden ersten ergeben als Beitrag: 

yt —Vi 



I e " i dy _ j e^ idy 



Führt man statt y in das erste Integral u \ Yn \ imd in das zweite 
— u j "j/n I ein, dann erhält man 

Vi Vt 

I V^ I \V^\ 

• I -i/ I / * ^** I • I i/ I / ß ^** 

I Vn I I V« I 

yi 

Vo 
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Die beideu anderen Integrale liefern 



Vi —Vi 

2 






Vo -"Jo 

Vi —Vi 






ii 



(-1)' 

Führt man hier wieder in das erste Integral y = u\ ]/m | und in das 
zweite y = — u\ Yn I ein, dann erhält man 

'Ji Vi 



1 Vn I Vi 

•n-in/-| r e-^'^'^^du , „ 1,1/-, /* e-^'^'^'du 



Vo Vo 



Hieraus folgt, da die Summe der beiden Integranden den Werth 
hat, für die Summe der beiden Integrale selbst der Ausdruck 

Vi 



\Vn\ 



'Jo _ 



Sammelt man die erlangten Resultate, nimmt 1/^ = und ^1=00, so 
entsteht aus (8) die Gleichung 



» — 1 aA*/ri * 



Um den» Werth des Integrals auf der rechten Seite zu bestimmen, 
ohne frühere Resultate zu benutzen, nehmen wir etwa le = 3 und er- 
halten für die linke Seite i ' )/3 ' , woraus dann 



^ <*" - 3(1 + ,:) ' 



(9) 2^«- = Vn\'-t-i-r 







folgt. Hierdurch ist die vollständige Summirung der Gauss'schen 
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Reihen geliefert; es ist dieses Resultat mit dem in der siebenten Vor- 
lesung § 10, (29*) erhaltenen zusammenzustellen. 

Da die Formel (8) leicht aus der Formel (Ä) in der schon aus 
dem Jahre 1814 stammenden C au chy 'sehen Abhandlung „Memoire 
sur les integrales dej&nies*' (OEuvres complfetes, I^ Serie, T. I, p. 338) 
abgeleitet werden kann und ganz unmittelbar aus der Formel (11) 
p. 98 der „Exercices de Mathematiques" vom Jahre 1826 (OEuvres 
completes, ü® Serie, p. 128) hervorgeht, wenn darin filr f(x + y/) die 
in (7) unter dem Integralzeichen stehende Fimction von x -^ yi ge- 
nommen wird, so erscheint es auffallend — namentlich mit Rücksicht 
auf die Bemerkungen in der Einleitung zu der angeführten Abhandlung 
,^ethode simple et nouvelle etc." — , dass Cauchy darin nicht von 
seinen erwähnten Formeln Gebrauch gemacht hat. Aber auch Gauss, 
der doch wenigstens gegen das Ende des Jahres 1811, in dem ^e Ab- 
handlung „Summatio quarundam serierum singulariimi^^ erschienen ist, 
das Theorem schon kannte, mittels dessen oben die Summirung der 
Reihen ausgeführt worden ist (vgl. S. 52), hat dasselbe, soviel uns be- 
kannt ist, niemals dazu benutzt. 

§5. 

Die bisherigen Resultate dieser Vorlesung haben uns bereits die 
Wirksamkeit des Cauchy'schen Integralsatzes gezeigt; wir gehen jetzt 
von diesen Beispielen zu principiell wichtigen Betrachtungen und all- 
gemein verwendbaren Formeln über. 

In unsere Grundformel 



/ f{B)dz = iß = X '\- yi) 



setzen wir -^ ^ statt f{&) ein und erstrecken das Integral über irgend 

eine Begrenzung, innerhalb deren der Zähler /*(;&) sowie seine Ableitung 
f{z) eindeutig und endlich ist; g sei = | + lyi. Dann bleibt f{£) :(js — f) 
in dem angegebenen Gebiete zwar immer eindeutig aber nicht immer 
endlich, falls nämlich § innerhalb desselben liegt. Nur wenn der Punkt 
z = % sich ausserhalb desselben befindet, ist. die Begrenzung -zugleich 
die natürliche; im anderen Falle müssen -wir einen kleinen den Punkt g 
umgebenden Kreis zur natürlichen Begrenzung von f{z) hinzu nehmen. 
Wenn wir unter 

die Integrationscurve verstehen, bei welcher das Zeichen der Function 
Fq so gewählt ist, dass die Ungleichung 
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'Foix, y)< 
das Innere des Integrationsgebietes liefert^ dann ist also 

(10) JM. dz^o (i^(g, 1,) > 0) . 



(F,=:0) 



Liegt X = l^y y = VI innerhalb des Integrationsgebietes, so ist auf der 
linken Seite noch ein ähnliclies Integral, erstreckt über einen kleinen 
Kreis mit dem Mittelpimkte § liinzuzufügen. Für Polarcoordinaten 
z = ^+ ge'* folgt 



Ü 







J -^ ^,/ — äv =J ifit, + Qe'*)dv , 

Da nun /" und /^ für p = endlich und eindeutig bleiben, so ist dies 

= - 2mf{t) 
für die Grenze p = 0; dadurch entsteht 



(10*) 



Jr-s '^' = 2«//-(o (Fod, v)<o). 



(/'ü^O) 



Das hier abgeleitete Integral führt ganz insbesondere den Namen 
des Cauchy'schen Integrals. Es ist mit dem vorhergehenden 'all- 
gemeinen'^ /*(;?) rf;gf = zusammen von solcher Tragweite, dass man ohne 
Uebertreibimg sagen kann, in diesen beiden Integralen liege die ganze 
jetzige Functionentheorie concentrirt vor. 

§ 6. 
Wir wollen die linke Seite von (10*) noch etwas umgestalten. 
Es sei ^0(^0? ^o) = ^7 ^0 + ^tfo = ^0; ^^^ ^ ®^" Punkt *im Gebiete 




Kf'K.,!/J'^ 



Fq(z) < 0. Dann bestimmen wir einen Punkt ^ = ^ -{- irj^ für den 

U-Sl<l^o— S' 
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ist, was auch (Xq^ i/o) für ein Werthepaar auf der Begrenzungscurve 
Fq{Xqj y^ = sein möge. Den Bereich, in welchem § bei gegebenem 
Fq und gegebenem z gewählt werden darf, kann man leicht finden. 
Man zeichnet um s einen Kreis, welcher ganz im Innern von I^q < 
liegt imd die Grenzcurve von Innen berührt. Sein Radius sei r; dann 
darf g beliebig innerhalb des mit ^r um z beschriebenen Kreises an- 
genommen werden. 

(10*) lässt sich jetzt folgendermassen umgestalten: 

2nif{z) = /*- ^f•^''->-T^ = i-^y -^^S 
'^ ' J iPo — t) — (." — t) J "o—t . "-5 

(n(..)=o) (^0=0) ^-7—5 

(11) . . 

Bricht man (11) mit dem n*^ Gliede ab, so kann man schreiben: 

(in 2.if(.) -2 (' - ff J'-iB^-^ fi^^' 'f^ ■ 

^ (''0 = 0) (Fa = 0) 

. Hieraus lässt sich die Taylor'sche Reihenentwicklung für f{z) 
folgendermassen herleiten: 

Wenn bei der Integration über unseren Bereich 



/ 



gesetzt wird, dann hat man (vgl. S. 27) 
j\,) ^f|p ä, = lim J/(.) "^(^^^p(-' n dz = Imi 

und ebenso findet man weiter 



*(» - *( C) 



J 
J 



}(•) "-^TT-^ d, - «•■-(0 , 



Wählt marf jetzt 



'Pi^yO = ~ j , 



dann ist nach dem Cauchy' sehen Integrale für unseren Bereich 

*(0 = 2jrt/(5) 
zu nehmen, und es wird 
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Trägt man diesen Wertli in (11*) ein, so entsteht die Taylor 'sehe 
Reihe 

(12) /■(.)-f/^:fi(,-o.+äi,/e-^f)-f!^i 

(/-o^O) 

hierbei hat das Restglied die Gestalt eines Begrenzungs-Integrals an- 
genommen. 

§ 7. 
Nachdem wir vom Integrale 



/' 



bei dem im Integrationsbereiche f(js) überall endlieh blieb, zu 



/ 



f^'^.dz 



mit einer Unendlichkeitsstelle z = t, übergegangen sind, liegt es nahe, 
auch ein Integral 

jx{z)dz 

ZU betrachten, wenn innerhalb der Curve Fix^, y^ = die Fimction 
x{z) an verschiedenen Stellen f;, die aber nur in endlicher Anzahl vor- 
handen sind, unendlich gross wird. Wir qfhalten dann als Werth des 
Integrals die Grenze einer Summe: 

Es soll jetzt das Integral für eine dieser Unendlichkeitsstellen ^x 
untersucht werden. Wir nehmen dabei an, es gäbe eine ganze, positive, 
endliche Zahl m der Art, dass x(ß)(^ "~ S^)"* ^^^ ^ = ti eindeutig und 
endlich bleibt. Dann können wir 

+6f+c</'(^-§,y+4^'(--e,)*+--; 

setzen. Nun wird 

und dies nimmt den Werth an, sobald (x + 1) von Null verschieden 
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ist. Wenn jedoch x + 1 == wird, dann erhält man den Werth 27ei 
Daraus resultirt 



oder 



(^3) • ^Jx(^)ä^ = 



V 



(^'\ 



(^'(xo,yo)=o) 






Hat m für ein ^x den Werth 1, dann kann man den Coefficienten c^>j 
durch lim (z — ^)x(/) ersetzen, so dass (Jabei 

wird. 

Der in (13) und (14) enthaltene Satz hat eine überraschend schöne 
Seite. Links haben wir ein Integral, welches über irgend eine ge- 
schlossene Curve erstreckt ist, rechts eine Summe von Werthen. Wir 
können nun erstens voü der Voraussetzimg absehen, dass die ^ nur in 
endlicher Anzahl vorhanden sind, falls nur die Summe der Werthe c^^^ 
convergirt. Wir können ferner die Sunmie auch noch über andere 
Punkte als die ga erstrecken; denn für diese werden die hinzutretenden 
Summanden einzeln gleich Null. Wir können also über alle Punkte 
im Innern von F{Xq, y^) < Q summiren. Die Summe ist denmach nichts 
Anderes als ein Flächenintegral. Die Fläche besteht indess gewisser- 
massen nur aus einer Summe von Punkten. Tragen wir über der ganzen 
Fläche F(xqj y^) < die rechts summirte Function c^^\ oder 

ihn (z — ^x)x(^x) . 

vertical auf, so ragen aus dem Gebiete nur an einzelnen Stellen „Fühl- 
fäden" heraus. Summiit man die Höhen der Endpunkte imd multiplicirt 
die Summe mit 2^*, so erhält man das über die Begrenzimg erstreckte 
Integral. 

Auch diese Summe hat Cauchy in ihrer Bedeutung vollständig 
erkannt; er gab ihr einen besonderen Namen; er bezeichnete sie als 
Summe der Residus von x(^)' D^s Cauchy 'sehe R^sidu für z = t 
ist also der Coefficient von (js — g)"^ in der Entwickelung von x{z) 
nach Potenzen von (s — g). Der Sache nach kommt das Residuum 
bereits in der Jacobi*schen Doctor-Dissertation vor. 
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§8.- 
Wir wenden unsere Formeln auf die Function 

an. Dabei können nur solche Stellen g von Null verschiedene R^sidus 
geben, an denen jI;(z) entweder gleich Null oder gleich oo ist. 

Um die Bedeutung der Residüs zu erkennen, betrachten wir zuerst 
einen Nullpimkt von 4*(^) und setzen für seine Umgebung 

H^) = (^oi^ — Ö" + ö^i(^ — S>*"^' + • • • • 
Dann nimmt x{^) ^^ Form 

*'(^) = ^(.r - g)-i + «0 + «,(;?- gy + 



• • • 



ilf(z) 

an, so dass das Besidu c?_i = (i die Multiplicität des Nullwerthes 
z = t, angiiöbt. 

^\z) kann femer nur da unendlich gross werden, wo iIj{z) es wird; 
denn nach den Voraussetzungen des vorigen Paragraphen soll 

lim {z — vY^pi^) 

bei passend gewählter ganzer, positiver, endlicher Zahl v eiidlich 
bleiben. Ist nun füf die Umgebung von i; 

so wird 

tXz) = — 1/60(2 — v)-"' -(v— l)&i(^ - i?)-»', 

^'W = -^ 4. /? 4- 

und das Residu d_i = — v giebt die Multiplicität des Unend- 
lichkeitswerthes z = i] an. 
Folglich ist 

„Man erhält durch den Ausdruck links die Anzahl der Male, wie oft 
„innerhalb des Gebietes ip^z) Null wird, vermindert um die Anzahl der 
„Male, wie oft ebenda ip(z) unendlich gross wird, jedesmal mit Be- 
„rücksichtigung der auftretenden Multiplicität." 

§9- 

■ 

I) Nimmt man insbesondere erstens für ^(^)^eine ganze Function 
des n*®° Grades, so dass tlj(z) im Endlichen nicht unendlich wird. 
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^(^) = ^^ + ayS" — ^ + 
dann geht das Integral in 



/ Hg" * H ^^ ^ i*n + a^z ^ H 



(2g 

z 



*0J 



über. Von diesem ist es bei der Integrirung um einen hinreichend 
grossen Kreis z = Re^"^* klar, dass. eine angenäherte Rechnung etwa 
2nni ergeben wird. Da der Werth (ißs Integrals aber nach (15) ein 
ganzes Vielfaches von 2xi sein muss, so wird 27eni auch sein genauer 
WertL sein; folglich ist n die Anzahl der Nullstellen, jede in 
richtiger Multiplicität gerechnet. 

• 11) Wir nehmen zweitens für tl;(js) eine eindeutige, doppelt- 
periodische Function f(ß) an, für welche die Periodicitätsbeziehungen 

gelten sollen, wobei aber der Quotient (d : o' keinem reellen Verhält- 

X i^€u*(o' ^^ss® gleich sein darf. Integrirt man nun 
um ein Parallelogramm mit den Ecken 

f , Zq + (o\ Zq+ (0 + o', z,, + ßJ, 

indem man dasselbe so umfährt, dass seine 
Fläche stets zur* Linken bleibt, während 
man gleichzeitig aber etwaige Null- und 
Unendlichkeitsstellen auf dem Umfange 
durch kleine Halbkreise umgeht, daim wird das Integral 

Aus unseren Annahmen über f{z) folgt, dass 

ist, und daraus, dass die Summe des ersten und dritten und ebenso 
die des zweiten und vierten Integrals auf der rechten Seite Null wird. 
Man hat also ^^ ^^ 

(/^6) = 0) (/(I)=Q0) 

d. h. „eine eindeutige, doppelt - periodische Function wird in einem 

„Perioden-Parallelogramme ebenso oft unendlich gross wie Null''. 

Diese Anwendung* des C au chy* scheu Integrals ist zuerst von 
Liouville gemacht worden. 
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m) Ist x(y) 6U16 beliebige Function einer complexen Variablen 
2 = X -\- iyy welche in einem gewissen Gebiete jF^ < keine ünend- 
lichkeitsstellen besitzt, so giebt nach (15) der Werth von 

die Anzahl der Nullstellen von %(/) in Fq<,0 an. Setzt man 

X{z) = q>{x, y) + i4>(x, y), 

SO sind diese Nullstellen diejenigen Stellen Xy y, welche gleichzeitig 

9>(^; y) = und tlf(x, y) = 

befriedigen. Es liefert also das obige Integral die Anzahl der Werth- 
systeme, welche dem letzten Gleichungssysteme Genüge leisten. 

Freilich ist zu bedenken, dass nach Vorlesung 3, § 9 di^ beiden 

Functionen tp und ^ nicht ganz willkürlich angenommen werden dürfen. 

« 

§ 10. 

Wir wollen noch ein Paar kleine functionentheoretische Anwen- 
düngen des C au chy' sehen Satzes besprechen. 

IV) Die Formeln (10) und (10*) lassen sich in 

J\-l-i ^'^ = "KOU - sgn FS, V)] 

zusammenfassen, wenn man wie gewöhnlich, unter 

sgn (p(x, y) 

das Vorzeichen, „signum' der reellen Function (p in dem Punkte x, y 
versteht. Dabei soll sgn (p{x, J/) = sein, wenn fp{Xj y) = ist. — 
Ein solches Integral wie das eben aufgestellte leistet als sogenannter 
discontinuirlicher Factor oft nützliche Dienste, wenn man sich 
lästiger Integrationsgrenzen entledigen will. Wir kommen später darauf 
ausführlich zurück. 

V) Aehnlich werden die beiden Formeln (10) und (10*) durch die 
Gleichung 

(n=0) (A'o=0) 

zusammengefasst; denn das Integral rechts hat den Werth 2nif(X) 
oder 0, je naclldem ^o(5? ^) < ^ oder > ist. Die letzte Formel 
lässt sich auch 

fm^äz=o 
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schreiben und wird in dieser Gestalt selbstverständlich, da der Inte- 
grand für s = i nicht mehr unendlich gross ist. 
VI) In 

(^•o^O) 

wird das über den ersten Summanden erstreckte Integral = jrt, wenn, 
wie wir voraussetzen wollen, der Nullpunkt innerhalb des Bereiches 
liegt. Das Integral über den zweiten Summanden wird = — 2ni oder 
0, je nachdem der Punkt g innerhalb oder ausserhalb des Bereiches 
liegt. Das ganze Integral wird also gleich — ni oder + niy jenachdem 
F^ii^y rf) negativ oder positiv ist. Dieses Resultat lässt sich so schreiben 

§ 11. 

Vn) Ist für alle Punkte x^, y^ von F^ix^y y^ = der Werth 
({Xqj t/o) constant = (7, dann folgt für einen Punkt § innerhalb des 
Bereiches 

'"^^^ ^mjz—^ 2ntjz — i 

. d. h.: „Ist eine endliche und eindeutige Function f(z)y für deren Ab- 
„leitung ^(e) dieselben Voraussetzungen gelten, auf der Grenze eines 
„Bereiches constant, so ist sie es auch überall im Innern des Bereiches.^' 

Daraus folgt: „Ist eine Function f{0) nebst ihrer Ableitimg f(z) 
„in der ganzen Ebene endlich und eindeutig und für unendlich grosse 
yySf constant, so ist f(/) eine Constante." — 

Ylil) Wir gehen nun von der Function 



2^i(A0 - m) =S{j~i - j^) d^ 



aus, und nehmen darin erstens i' als constant und zweitens die Function 
f(jg) als so beschaffen an, dass sie in der ganzen Ebene den Be- 
dingungen des Cauchy'schen Integrals genügt. Dann kann man die 
Integration über einen beliebig grossen Ereis erstrecken. Sein Radius 
sei By das Integral wird 
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8/r 



/ 



u 



. f(Iie") iBe': ^^ 



f(z) 
Ist nun f(z) so beschaflfen, dass sich der Quotient - - mit wachsendem 

z der Null nähert, dann wird das Integral sich gleichfalls der Null 
nähern, und folglich wird /'(g) = f(^') d. h. constant werden. Die auf- 
gestellte Bedingung ist erfüllt, wenn z. B. f(js) nirgends unendlich gross 
wird. Wir haben damit den Satz bewiesen: „Wenn eine Fimction f{z) 
„nebst ihrer Ableitung f{z) überall stetig und eindeutig ist und weder 
„im Endlichen noch im Unendlichen unendlich gross wird, dann ist 
„diese Function eine Constaute." 



§ 12. 

Wir kommen jetzt zu einer Hauptanwendung des Cauchy 'sehen 
Integrals, nämlich zu der Entwickelung von Functionen in Potenzreihen. 
Wir gehen dabei von der Identität 

« — 1 

. 

aus. Liegt der Punkt z ^=^^ innerhalb der Begrenzung FJ^^ y) =-- 0, 
. so ist demnach 

Wenn | S | < | x? | ist, dann i^^ird mit wachsendem n das letzte Integral 
rechts sich der Null nähern, und es entsteht infolge dessen 

(16) 2nim^^''2ß%d,. 

Hierfür ist somit nöthig, wenn g = g -f- i^i und Zq = Xq'{' y^i gesetzt 
wird, dass die Beziehung 

für alle Punkte Zq der Umgrenzung l^oC^o? ^o) = gilt. Es ist also 
für die gefundene Entwickelung noth wendig und hinreichend, wenn g 
innerhalb des Kreises liegt, der selbst ganz im Gebiete F^<0 verläuft 
imd die Begrenzung JF^ = von innen berührt. Als Coefficient von g* 

tritt dabei das Integral 

'f(z)dz 

auf. 



/ 
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In dieser Weise ist die Entwickelung einer Function in eine Potenz- 
reihe durch Cauchy streng durcligefülirt worden. 

Dabei zeigen aich die Potenzreihen einmal als Fourier'sche 
Keihen, die man sofort in der aUgemeinen Form erhält, wenn man 
g ■= pe" setzt, um das Reelle vom Imaginären zu trennen; die Ooeffi- 
oienten der obigen Kethe sind nichts anderes als die IntegralausdrHcke 
für die Coefficienten der Fourier'schen R«ihe. 

Sodann erscheinen die Potenzreihen hier als Entwickelung des 
Cauchy'schen Integrals; in diesem hat man das Prius; in ihm liegt 
implicite schon die Reihenentwickelung, wie alle Eigenschaften der 
Functionen, wohl darum, weil in seiner Qeltung alle die höchst ver- 
wickelten Bedingungen, die für die Function /'(e) bestehen mflssen, 
zusammengefasst sind. 

§ la. 
Wir wollen jetzt in allgemeinerer Weise das Integral der Art 
Ober zwei Begrenzungen führen, dass der Punkt £ =^ 6 + ij» in dem 
ringfönnigen Gebiete zwischen den Cur- 
ven 0(x, y) = und W(x, j/) = liegt. 
Nach dem Cauchy'schen Satze ist auch 
jetzt 




"7(9 



=//% 



dz; 



wenn das Integral über = und y=0 
so erstreckt wird, dass das ringförmige 
Gebiet zur Linken bleibt. lutegrirt man 
also der Art, dass jedesmal das einge- 
schlossene Gebiet O < bezw. y <0 
zur Linken bleibt, dann muss mau 



2iirt0 



'ii^'"-Jtx^"' 



schreiben, wobei «o =^ *o "t" I/o* ^^' Punkte von (pn-O und 2, ■=«, +y,» 
diejenigen von W = bezeichnet, und femer £ ^^ | + ij» in dem ring- 
förmigen Gebiete (0 < 0, ?? > 0) liegt. 

In diesem Gebiete nehmen wir nun einen Punkt £ an, schlagen 
um t als Mittelpunkt einen Kreis K^, der ganz ausserhalb <P'.<0 ver- 
läuft und ^ '= von aussen bertihrt, und weiter einen Kreis £^, der 
ganz innerhalb •!> < verläuft und —= Ton innen berührt. Dann 
ist für jeden Punkt e im Innern des von K^ und Ä^bogrenzteu Ge- 
bietes (Kf, < 0, AT, > 0) 
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«0 — 5I>I« — 5U 15 — ^■> l§ — «il> 



und daher wird 
1 



««— « 



(«.-!)-(»-« 



-^_=lim V-ÜZl»' 









lim V-«^>1, 







Diese Werthe setzen wir in die obige Formel ein; das ergiebt 



(17) 







ri , Vi) = o) 

Diese Entwickelung wird manchmal als Laurent 'scher Satz be- 
zeichnet; aber da sie eine unmittelbare Folge des Cauchy' sehen Inte- 
grals ist, so ist es unnütz, einen besonderen Urheber zu nennen. Die 

dabei benutzte Entwickelung von ^ in eine geometrische Reihe 

kann man als besondere Erfindung 

nicht betrachten. ^'^ 

Reducirt sich die innere Be- 
grenzung auf einen Punkt, so 
wird das zweite Integral Null, imd 
es bleibt eine Entwickelung nur 
nach steigenden Potenzen; geht 
die äussere Begrenzung in das 
Unendliche, und ist im Unend- 
Uchen das Integral 



/ 



/!-"!: rf^o=o, 




dann hat man eine Entwickelung 
nur nach fidlenden Potenzen. 

In diesem letzten Specialfalle können wir statt der Curve d> = 0, 
welche ins Unendliche rücken soll, einen Kreis mit dem Radius 22 um 
^ nehmen und dann JR über alle Grenzen hinaus wachsen lassen. Da- 
durch haben wir 



Die Bedingung für (las Verschwinden des ersten Theiles der Entwicke- 
lung in (17) ist also 



lim |/-(£ + -Be'Odt> = 0, 



d. h. es muss der durchschnittliclie oder der mittlere Werth von f(e) auf 
einem unendlich grossen Kreise Null werden. Wenn z. B. der Grenz- 
werth von /■(«) bei wachsendem z sich selbst der Null nähert, dann 
ist die Bedingung erfallt. 

Dabei ergiebt sich sofort, dass eine Function nicht im Unendlichen 
= sein kann, ohne irgendwo im Endliehen ^ oo zu werden, aus- 
genommen, wenn sie überall gleich Null ist. Denn man könnte ja sonst 
$ ins unendliche gehen lassen und W auf einen beliebigen Punkt 
reduciren. (Vgl. die Resultate von § 11.) 



§14. 
Wir wollen die vorgetragenen Lehren jetzt einmal auf eine ein- 
fache mehrdeutige Function anwenden. Dies ist nur dann möglich, wenn 
man sie auf ein Gebiet beschränkt, auf welchem die i. A. mehrdeutige 
Function eindeutig bleibt. Von diesem Mittel, mehrdeutige Functionen 
wie eindeutige in den Kreis der Betrachtung zu ziehen, bat man in 
neuerer Zeit mit grossem Erfolge Gebrauch gemacht. 

Wir wählen eine möglichst bequeme mehrdeutige Function, nämlich 
l^, in welcher w eine beliebige complexe Zahl bedeuten soll. Setzt 
man g => Qq^"" und lässt dann 
g von einem Änfangswerthe £, 
= p„e'"'°* an auf einem Bereise 
um den Niillpunkt stets in der- 
selben Richtung weiterrücken, 
so wird g", wenn £ um den 
Winkel 2 a fortgeschritten ist, 
den i. A. vom Änfangswerthe 
verschiedenen Werth 

<..V'<-+'>-' - Se'"' 
annehmen. Es muss also die voll- 
ständige Umkreisung d^s Punk- 
tes «= verhindert werden. Zu 
diesem Zwecke ziehen wir um « e= ab Mittelpimkt zwei Kreise, einen 
kleinereu mit dem Radius r und einen grösseren mit dem Radius B, 




Anwendung auf eine mehrdeutige Function. 1 79 

zwischen denen i liegt. Hierauf schneiden wir durch zwei benachbarte 
Radien ein Sectorstückchen aus dem Ringe heraus und behalten den 
Rest als Integrationsbereich zurück. Dann ist 



'«ig» ■=/-^- 



- dz 



»+i— » 






R 

r+1 — • R 



V r 

oder auch, indem man gleich zur Grenze für £ «= übergeht imd 
a '{' V ^ a einsetzt, 

1 1 



R 

Der Integrand des letzten Integrals hat den Werth 

Wenn man nunmehr in die beiden ersten Integranden wieder die einfache 

Form __ . eingeführt und den ersten nach steigenden, den zweiten 

f- 
nach fallenden Potenzen von — entwickelt, dann erhält man 

2/'-' dJ^' +2/'- iW'^' 

R^»»i * riß'"' 

« .„_. >.*.«('+»«* «:+, „«(•+»'" 

«o ^ 

£b mrd iniiihm 




, 12' 



"»■""'-1) 



- ?!+ ■y( -ii-(ü.""'t- 'r' , r-(f.'""rV l 



Diese Formel gestaltet sich eleganter, wenn man 

B_-J-, ,_,.*, . 

(0 < « < 1) 
f_pe><<+«-< 

einführt; denn dadurch entsteht, nachdem fi" gehoben und t durch t^ 
ersetzt ist, 



ä.ie"" ' ■yi"-""" e""" _ l'_rd 



Wir haben hierin wieder eine Entwickelung für cos 2twx und 
sin 2twii nach den Cosinus und Sinus der ganzen Vielfachen von 
2cs; und diese ist allgemeiner als die früher in der siebenten Vor- 
lesung § 5, (6) gegebene. Jene entsteht aus dieser, wenn man J = 1 
setzt, d. h. wenn der Ring unendlich schmal wird; dabei verschwindet 
dann das Integral in (18). Aus den früheren Entwickelungen folgt 
also, dass (18) auch för diesen Orenzfall gilt. Da d in (18) unbe- 
stimmt bleibt, so hat man eine unendliche Zahl von Entwickelungen; 
aber es tritt stets, wenn nicht d ^ \ ist, noch ein Integral zur Reihe 



§ 15. 

Wir wollen endlich noch die allgemeine Fartialbruchzerlegung 
aus dem Cauchy'schen Integrale ableiten. 

Hat die Gleichung ^(js) ^ nur einfache Wurzeln, und sind die 
Functionen ip(e), p'(s); ((■(■*), ^'(/) überall in der Ebene endlich und 
eindeutig, dann ist nach dem Cauchy'schen Integrale in der Form 
(14), — wobei dann die Nolhwendigkeit der über tl){e) ^ g 
Voraussetzung zu Tage tritt, — 



J »(.)> - .„) = '="» ivC.) '^■^ic - »,W(t)l 
(V(0=o) 

Dabei muss der Integrationsbereich alle Wurzeln von ^(l) '^ 



r)-0 e^H 



schliesaea. Integrirt m 
dann hat man Ifnks 



PartiaJbruch- Zerlegung. Igl 

1 über eineD Kreis mit uuetidlicb grossem Radius, 



Sind mm 9 und ^ ganze Functionen, deren erste von geringerem 
Grade ist als die zweite, so wird der Grenzwerth gleich Null, und 
man bekommt das bekannte Resultat 






Vi- 



E)V'(0 



Die Beschränkung auf ganze Functionen ist hierbei offenbar nicht 
nothwendig. Es reicht aus, dass zu den am Anfange des Paragraphen 
gemachten Voraussetzungen noch das Verschwinden des letzten Inte- 
grals für R^ 00 tritt. Von diesem Gesichtspunkte aus betrachtet 
gehört die Formel (1) der zehnten Vorlesung auch hierher. 



MÜe Yorlesung. 



Definition der ^-Reihen. — Elementare Eigenschaften. — Umwandlung in ein 

Product. — Nullwerthe der &-Reihea — Herleitimg einer allgemeinen Formel 

mittels des Cauchj' sehen Integrals. — Specialisirungen. — Arithmetische Veri- 

fication der allgemeinen Formel. — Additionstheoreme. 



Wir gehen jetzt dazu Über, das Gauchy'sche Integral auf dem 
Gebiete der elliptischen Functionen zum Beweise mehrerer Fundamental- 
formeln zu verwerthen*). Dazu bedfirlen wir einiger Definitionen und 
Vorbereitungen. 

Wir verstehen im Folgenden unter v eine ungerade ganze Zahl 
imd setzen 



.^-/r-^-o-j))- 



(1) 9(S, o) 

wobei die Summe über alle positiven und negativen ungeraden Zahlen 
V zu erstrecken ist. Diese unendliche Reihe convei^irt unbedingt, 
sobald der imaginäre Theil von o einen positiven Coe£Bcienten hat. 
Setzen wir 

80 geht (1) in 

(2) »le,^)-%i"(,~ü)- (« = + !, + 3,...) 
und die Gonvergenzbedii^ung in 

■■-isKi 

Über. Wir nehmen diese stets als erfüllt an. 

Die '^-Reihe existirt, als Function von q betrachtet, nur innerhalb 
des Kreises mit dem Radius 1. Der Umfimg diesem Kreises ist eine 
wirkliche, natürliche Grenze fOr die Function. 

Jacobi hat im Jahre 1825 die ^-Reihen in die Wissenächaft ein- 
gefithrt; er gelangte zu ihnen durch Erforschung der Eigeuschaftun 



■) Vgl. MonaUher. d. EgI. Ak. d. W. zu Berlin vom Dec. 1881 S. 11G6 
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der elliptischen Fimctioaeu. Auch die Benutzung der Buchstaben & 
und q stammt von ihm; er hielt stets an itmen fest, selbst bei Problemen, 
wie dem der Eotation, in welchen q schon eine andere historisch über- 
kommene Bedeutung besass. 

Aus der Definition (1) folgt sofort 

(3) *a + 1, ■») — »a> ■») ■ 

Ferner ergiebt sich daraus 

und da auch v-\-2 alle ungeraden Zahlen Ton — oo bis +oo durch^uft, 

(4) *a + «>, ">) gr'^'Ht, «►)■ 

Hieraus ersieht man durch Eintragung von £: — to statt t, dass 

(4*) *(E —a>,a,) q-'e*Ht, ») 

ist. 

Aus (2) folgt Ä = + 1 als trivialer Werth, fttr den * = wird; 
dem entspricht es, dass £ gleich irgend einer ganzen Zahl gesetzt werde. 
Somit ei^ebt (4), dass für alle ganzen Zahlen »t und n 

&{m + nw,e)) = 
gilt. Daher liefert % = m -^ na NuUwerthe von *; „die NuUwerthe" 
können wir noch nicht sagen. 

§2- 
An zweiter Stelle betrachten wir das unendliche Product 

p _ _ ij-l (j _ 0-')'[l(\ - s'-)(l - s".')(l - ,/■»-■) , 

dessen Convergenz von deiienigen der Reihen 

_2'logCl-9'V), _2'log(l - g"<r-) 

abhängt Kon ist die erste der beiden unendlichen Reihen 

i-iogci - f-) - ^2J^ — Jr-T^ '^- 

und dies wird convergent werden, sobald ''<iZ ^ < 1 ist; ebenso findet 
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man für die zweite unendliche Reihe die Bedingung l^-^"^ | < 1. Beide 
Convergenz-Bedingungen sind erfüllt, sobald wir 

JL jL 

r ^ >\z\> r^ 

setzen. 

Wir wollen die vollständige Uebereinstimmung des Products P mit 
der d*- Function zeigen. 

Tragen wir in das Product gleichfalls 5 + w statt g, d. h. ;erg statt 
z ein, so kommt * 

1 °° 

1 
zq — z~^qr^ 1 —2""^ 



z — z ^ — 2-^ 



heraus. Folglich wird der Quotient 



e = 



oo 



1 

eine Function von z sein, die sich nicht ändert, wenn man z durch qz 

ersetzt. Sie erhält also alle Werthe, deren sie überhaupt fähig ist, in 

JL — i. 

dem Ringe zwischen zwei Kreisen mit den Radien r* und r * . In 

diesen könnte Q aber nur zweimal unendlich werden, nämlich für ^=4: 1; 
da die anderen Null werthe des Nenners ^ = + 2-" ausserhalb unseres 
Kreisringes liegen. Für ^8^ = + 1 erhält man jedoch, wenn man im 
Zähler je die beiden zu + ^ ^^^ zu — v gehörigen Glieder zusammen- 
zieht und diese einzeln durch das {z — z~^) des Nenners dividirt, eine 
Reihe von Summanden der Form 

und dies wird für z = ^1 gleich ^ 

(- iy . vq^ 

Da die entstehende Reihe convergent ist, so kann Q niemals unendlich 
gross werden. 

Für die Ableitung von Q gilt dasselbe. Denn da bei -J^ in den 

Nenner nur das Quadrat des Nenners von Q tritt, so könnte ein Unendlich- 
werden nur für js? = + 1 eintreten. Differentiiren wir aber die einzelnen 



V« 
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und setzeu dann ;? = 4- 1 , so ergiebt sich auch die Endlichkeit der 
Ableitung. 

Die Bedingungen des Cauchy 'sehen Satzes (Vorlesung 10 § 11 
am Schluss): „Wenn eine Function f{ß) nebst ihrer Ableitung überall 
„stetig und eindeutig ist und weder im Endlichen noch im Unendlichen 
„unendlich gross wird, dann ist die Function eine Constante" — sind 
also erfüllt, d. h. Q hat einen von z unabhängigen Werth. 

§ 3. 

Es handelt sich jetzt um die Werthbestimmung von Q\ dazu 
kann man nach dem eben erhaltenen Resultate specielle Werthe von 

z benutzen. Wir wählen z = iy d. h. J; = — • 

Man erkennt leicht die Richtigkeit der Gleichung 

(5) * (} , «) = 2e^'""'^(i + fl,, 40)) . 

Die rechte Seite ist nämlich gemäss (1) gleich 



— JO — CO 



wobei n alle ganzen Zahlen durchläuft; und dies ist in der That gleich 
der linken Seite. 

Setzt man in P genau wie in (5) zuerst für g den Werth y , d. h. 
für z den Werth i ein, so entsteht dadurch 



00 



2r'/7(l-2*'')(l+3"')''5 



setzt man weiter rechts y + o und 4g) für g und © d. h. iq und q^ 
für z und q ein, so entsteht nach Multiplication mit 2q^ 

2i* • (1 + g*)J7(l - «'"•)(1 + '/"-*)(! + «*"+*) 

1 

= 22^(1+2 )17(l-2*")(l+r'')(l + ?*'')(l+2"-')(l+2"+'') 



00 



22*J7(1-3*')(1 +«*')'• 



Es gilt demnach für P dieselbe Beziehung, wie sie in (5) für 0* nach- 
gewiesen ist; folglich hat man bewiesen, dass Q denselben Werth 
beaÜEty eininal, wenn man z = i, und dann, wenn man z = qi und 
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gleichzeitig g* für q setzt. Weil aber andererseits Q von z unabhängig 
ist, so folgt; dass Q für ein beliebiges z und die Umwandlung von q 
in g* seinen Werth beibehält. Es ist demnach 

Q{i) = Qif) = «(«") Q(S>)- 

Für den Werth g = reducirt sich Q auf den einfachen Bruch 

i_ 

g ' ((- izf + (- iz)-^) _ . 
JL * 

So ergiebt sich folglich das Hauptresultat: 



oo 



— ao 



(6) ^ 

= - ig4 (^ _ Z--')]^{1 — g««)(l - (?2»^i)(l _ g2«^2) . 

1 

Hierin besteht die ungeheure Entdeckung Jacobi's; die Umwandlung 
der Reihe in das Product war sehr schwierig. Abel hat auch das 
Product, aber nicht die Reihe. Deshalb wollte Dirichlet sie auch 
als Jacobi'sche Reihe bezeichnen. 

Aus (6) folgt, dass die Function d(f, o) nur für 

z = ±q±^ (Ä = 0,1,2,...) 

d. h. für ^ = m -{- nco verschwindet, wobei m und n alle ganzen Zahlen 
bedeuten können. Dadurch erledigt sich die am Schlüsse von § 1 ge- 
machte Bemerkung. 

Femer folgt aus (6), dass die Function 

— ig* z^\^ -|- Y (D, wj = — iq* z ^, g* * \ — izq^) 



— 00 



^ ('±1)' 



-oo 

00 



=2 (-«)"''"' 



00 



die Productdarstellung 



oo 



(1 — qz')YJ(l — q^-)(l — g««+i^'-)( l — g2«-i;y-2) 
1 

besitzt und daher nur für die Werthe und für jeden der Werthe 
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^ = ±2" * y g = m+ ^^ ^ (o (w,n= 1,2,3, ...) 
verschwindet. 

Aus (6) folgt weiter, wenn man z durch z~^ ersetzt, 

(6*) *(-e,«) — *a,ß))- 



§4. 
Wir betrachten nun die Function dreier Argumente 



(7) F{q,x,y) = 



V(_^mV-.V(__3)«%/'. 



in welcher die Zahlen m, n alle positiven und negativen ganzzahligen 
Werthe annehmen, während ^, v nur die Reihen der positiven, un- 
geraden Zahlen durchlaufen dürfen. Dabei ist nach unseren bis- 
herigen Festsetzungen, wenn i)^' die Ableitung von d^ nach g bedeutet. 

Aus den beiden letzten Formeln ergiebt sich in Verbindung mit (4) 
fiir jede der in ihnen auftretenden Summen, die für den Augenblick 
^'z) bezeichnet werden mögen, 

und daraus als wichtige Eigenschaft von (7) die Gleichung 
(8) Fiq, X, y) = ^^^x^Uß-F^q, xq^yq^) . 

Ebenso erkennt man aus (7) leicht die Beziehung 

(8*) F(a, x,-y) Fia, X, y). 

Jetzt wollen wir F durch das Cauchy*sche Integral ' darstellen 
und zu dem Zwecke 



1_ rFjq, X, 
^ij z—y 



2 ' -^' 



über einen Kreisring mit dem Mittelpunkte erstrecken, dessen innerer 

Radius später zur Grenze 0, dessen äusserer ins Unendliche gehen soll. 

Die Gonstanten | x \ imd | y \ sollen innerhalb eines Ejreisringes mit den 

JL _L 

Radien r* und r * liegen. Ausser den beiden Peripherien unseres 
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Kreisringes gehören die Umkreisungen von z '^ y und von denjenigen 
Punkten des Gebietes, in welchen der Nenner von F, d. h. in welchen 

2 (- 3)"^*« 

verschwindet, zu der natürlichen Begrenzung. Aus dem Schlusssatze 
von § 3 erkennt man, dass dies nur Punkte 



1 

n — 



g=±q » (w = 0, +1, +2, +3, ...) 

1 

sein können. Wir führen die Integration um jg? == + g * auf einem 
kleinen Kjreise mit dem Mittelpunkte + (2^ * und dem Radius q 

9 

aus; dabei wird das Differential 

und der Integrand, wenn wir gleich q zur Grenze gehen lassen. 



2ni lim 

1 



1 z-^ y 



Da das Integral für v die Grenzen 0, 1 und den Factor - — ; hat, so 
wird es 



lim 



F(q,x,z)\z+q V 



= ±« * 



1 z — y 



und auf die Ermittelung dieses Ausdruckes kommt es an. Zuerst 
setzen wir zq'^ für z, dann verwandelt es sich zunächst in 

lim , Z(ii^^.«")t5ri) , 

«=3 + 5 * 

und weiter wegen (7) in 

(0) lim F(q, x,z){z + q *)(ga;-*)» 






Um dies zu berechnen, betrachten wir zuerst 

lim _ , -^ --,--- (n = 0, + 1, ± 2, . . .), 
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1 
setzen ^ = + 2 * w und bekommen 



lim ^=- = 4- flr* lim ^^ - — — 

±g *(u — 1) 



v = l 



+ »gi lim 2'«(«) '^-I^,- «^ (,i = 1, 3, 5 . . .) 



„=x^« --1 



Dieser Ausdruck tritt in den Nenner von (9). 

Femer erhalten wir für den im Zahler von F erscheinenden Factor, 
bei welchem man sofort zur Grenze übergehen kann, 

den Werth 

+^(-1) * q^ * ^q *a;'+2^(-l) ^ ./" > ^3 "*a;- 



00 



= ±^9 ^^(— (Z)"'^*"- 



QO 



Dies gehört in den Zähler von (9). 

Setzt man die gewonnenen Resultate ein und berücksichtigt die 
beiden von unabhängigen Factoren aus F{q, x, z)j dann heben sich 
die Summen, und es entsteht 

__ Jl — -L 



1 1 2 -hö 1 

Jetzt ist über die im Gebiete liegenden Werthe von n zu sum- 
miren. Da wir aber beabsichtigen, das Gebiet über die ganze Ebene 
auszudehnen, so können wir gleich die Summation über alle positiven 
und negativen n erstrecken. Wir bilden deswegen die Summe 
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- :i;/"--+Y-4- + 



v9 ' —y —a 



1 "-y " 



^fT.) 



00 n — — 

%T g X ^ y 

4i q'-'-y'- 

— * '~"*'"r'':r o. I ^ * ■"""TT AI. 

beachten dabei; dass die absoluten Werthe von 

q-2n+iyi filr n = 0, — 1, . . . — oo 

^j2n^ly-2 für « = 1, 2, . . .CX) 

kleiner als 1 sind, und erhalten schliesslich durch Entwickelung 



m=30 n=0, — 1, . . . 

/p— 2>»4-ly— 1 . qmCin — i)»t—:tm 
m=30 n = l, 2, 

* * («jM-f-l)(2n-fl> 

//i=0 n=30, 1, . . . 



^ V ^q^ «ar-^^ + ly-l . jm(2«-J)y-2, 



* * (2m + l)(«»i4-l) 

5 

maO n=0, 1, . 



+2 2^« ' x-^n-ly^^m^l 



i 

2^ q^'"\x"tr — oc-'^tr') (a, V = 1, 3, . . . oü) . 

Damit sind die Integrale über die ünendlichkeitsstellen erledigt. 

Weiter betrachten wir das Integral, welches über die innere Um- 
grenzung erstreckt ist. Dies soll ein kleiner Kreis sein, dessen Mittel- 
punkt im Nullpunkte liegt; seine Coordinaten seien 

;ef = pr"c*^^*' (n>0). 

Dabei ist r, wie schon in § 1, der absolute Betrag von 

Q bedeutet eine Constante. Durch passende Wahl derselben kann man 
es verhindern, dass einen der Werthe 

+ g"* ^ (m = 0, ±1, ±2, ...) 

aimimmt, für welche F unendlich gross wird, n ist eine ganze Zahl, 
die wir positiv ins Unendliche wachsen lassen wollen, um dadurch den 
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Kreis mit dem Radius p • r" auf den Nullpunkt zu reduciren. Dann 

haben wir 

1 

1 

t/ f — t/p 6 

ZU behandeln. Hier wird F auf dem Integrationswege nicht unendlich; 



i_ 

-1^2 



f-n — Q-^r 



stets über- 



der Nenner hat einen absoluten Betrag, der 
steigt; er kann also nicht verschwinden; und, da |ra:^*|<l ist, so 
wird sich das erste Integral für wachsende n der Null beliebig nähern. 
Endlich erstrecken wir noch das Integral über eine äussere Be- 
grenzung, die wir wieder als Kreis 

;er = pr^e«"*' (n < 0) 

anqehmen. Hier wird sich das Litegral 



djs 
J ^ — y 

für w a= — oo auf 



J ^-y 



2ni lim / F(c[j x, Qr''e^'''')dv 

n== — oc «/ 





reduciren. Weil nun der Ausdruck hinter dem Limes gleich 

2 1 

/ F((i, X, ()rV^O^^ + j F{q, a:, Qr''e''"*)dv 

O 1 

2' 
ist, und der zweite Theil sich für die Substitution v + <> statt v mit 
Beachtung von (8*) in 

j_ 1 

2 2 

I Fyqy X, gr^eV'^'^f "jdv = j F(qy x, — ^r''^'''*)dv 





2 



= — / F(q, X, Qt^e^'"' *)dv 







umwandelt, so hat man auch hier für die Grenze den Werth Null. 
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Der Cauchy'sche Satz liefert demnach die merkwürdige Ent- 
wickelung 

(10) F(q, X, y) -»^«^'"(a^^y' - x-''y-^) 

(ft,i;=l,3;5,...), 
aus der durch Specialisirungen eine grosse Anzahl anderer wichtiger 
Gleichungen gezogen werden kann. 

So finden sich alle die Formeln, welche Jacob i in der Einleitung 
zu seiner Abhandlung „sur la rotation d'un corps^' (Werke 11, S. 289) 
gegeben hat, in (10) concentrirt. 



Die zu Beginn des vorigen Paragraphen gegebenen Formeln liefern 
fflr F den Ausdruck: 



Bezeichnen wir nun (vgl. Königsberger, „Vorlesungen über die 
Theorie; der elliptischen Functionen" S. 324 ff.) in üblicher Weise 

* (g + 2 «, a) = ^oCe) • if^e-^^", 

*(f + 2 + 2 '*'' "') = *s(02~ *c-v»S 
SO ergiebt sich infolge von (10) das Resultat 

(") *'i:*,su- -•"■2«'" -("«+•")" 

(^, 1/ = 1, 3, 5, . . .) . 

Die Formel (10) war unter der Bedingung abgeleitet, dass \x\ 

1 _ 1 

wie \y\ zwischen r^ und r - liegen. Um zu sehen, wie diese Be- 
dingung sich für 5 und ri gestaltet, setzen wir 

Dann muss, da r den absoluten Betrag von q bedeutet. 



»0 
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sein, d. h. die rein imaginären Theile von g und von rj müssen zwischen 
der positiven und der negativen Hälfte des rein imaginären Theiles von 
o liegen. Die Formel (11) ist ihrer Bedeutung nach mit (10) identisch. 
Sie enthält auf ihrer rechten Seite eine Pourier'sche Reihe, aber insofern 
eine allgemeinere, als 5 wie rj complexe Grössen sein dürfen. Da wir 
zwei Variable haben, so erhalten wir natürlich eine Doppelreihe. 
In (11) setzen wir r} für 6 + ^ ©üi." 

differentiiren nach i^, setzen dann i? = 0, berücksichtigen (6*) und 
beachten, dass wegen (6) der Werth von '9'i(0) gleich Null wird. Dann 
resultirt 

(12) ' rr 



§6. 

In (11) steckt ein grosser Theil der Theorie der elliptischen 
Functionen. Wir wollen hier nur einige Andeutungen geben. 
Durch DiflTerentiation erhält man aus (6) ohne Schwierigkeit 

(13) ^/(O) = «*o(0)*,(0)*,(0), 

sobald man die Identität 



eo 



ri-T- -n 



(1 — g*")(l — g*"-*) (1 — 2*")(1 — 3*** + *) 



2n t Jin 



-r -IjX 1 — g^»» 1-q 



00 



=JJ(1 + 3«»)*(1 — 2*"-*)(l - 2*»+») 

1 

beachtet. Mit Hülfe von (13) entstehen aus (11) und (12) die Formeln 
(11*) *,(0)*,(0) ^^fl^l-^^ = 42'2«'^'"8in(/i| + VT,)« , 



H V 



(12*) ?Ä^|:M)!^22^(, + t.)«^'"cos(,-.)S«, 

Ton denen die erste, wenn man nach einander jj«=0, „, -5- + « 
setzt, die Reibenentwickelungen für die Quotienten 

».(£) £i(l) M) 
«•.(«)' «•.{«)' *,(!)' 

Kroneoker, Integrale. 13 



47c^(-l)^ q^ . 
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also die in § 39 von Jacob i's Fundamenta enthaltenen Reihen für 
die drei mit sin am^ cos am, z/ am bezeichneten elliptischen Functionen 
ergiebt. 

Aus (12) folgt fiir g = die hübsche Formel 

und aus (1 1) für | = — , ij = die weitere 

fr.'(0)».(0) -^ -~' "' 

§7. 

Bevor wir weiter gehen, möge eine algebraische Verificatiou der 
Fundamentalformel (10) folgen, die wir auf Gnmd des Cauchy 'sehen 
Integrals abgeleitet haben. 

Für X und y nehmen wir g^ und g^. Setzen wir 

CD = CDi 4" *®« ; V = V^ 4" *^8 ; 

WO cDi, ©2 5 v^y t?2 reelle Grössen sind, und cog > ist, so wird 

und damit q' die Bedingung erfülle, der x unterworfen ist, dass es 

— __JL • 

nämlich zwischen r* und r * liege, muss 

CDj < — 2(Vi(0^ -f- VgCOi) < CDj, 

2 [v^cog + VgOiJ < IcDal 

sein, d h. der absolute Werth des reellen Theils von log q muss grösser 
sein, als der absolute Werth des reellen Theils von 2 v log q. Das 
Entsprechende setzen wir über w voraus. Dann gilt nach (10) die 
Entwickelung 

(« = ± 1; /*;V = 1,3,5,. ..), 

und femer ist, gemäss der Definition (7), 



^(_i)»g(.+.J-.2'(-i)V"+"'* 
(n = 0, +1, +2, . . .) . 
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Zur Verification von (10) bedarf es also nur des Nachweises, dass das 
Reihenproduct 

oder die hiermit identische Reihe 

(14) 2 ^,(— l)"*+*£g* 

(£ = + 1; /i, 1/ = 1, 3, 5, . . .; m, n = 0, +1, +2, . . . ) 
mit dem Reihenproducte 

(15) 2(- l)-x«^' -^^C- l)^?^'-*--' » ') 

(x, A = + 1, + 3, + 5, . . .) 
Obereinstimmt. 

Setzt man in dem Ausdrucke (14) 

A = m + w + 2-«(f* + ^); P = — »w + n+ 2 *(w — «') > 

so verwandelt er sich in folgenden: 
(14*) 22(- i)ag<H-»)(.+»+a)- ,(^., + .> a.+c^,2'(_ 1^ , ,g K.-..+.,)2'a-"^' 

Da /i + i; = 2<y, und da v mindestens gleich 1 ist, so läuft ft in der 
letzten Summe durch die Werthe 1, 3, 5, . . . 2(y — 1. Bei Ausführung 



dieser Summation wird für 9 > 



5-2^«c> + i 






'/-«-'' 



^ g^'C^ + '^-'C) — g^'C^' + i^ + 'e) 

und die Summation auf der rechten Seite ist auf £ = -{" 1 und « = — 1, 
sowie auf alle positiven ganzen Zahlen ö zu erstrecken, da 

<^ = Y (<^ + ^) ? 

und sowohl ft als 1; positiv ist. Hierbei ist zu bemerken, d&ss dasselbe 
ö zwar durch verschiedene Paare /i, v erzeugt werden kaim, dass bei 

18* 
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der Summe jedoch jeder Werth von 6 nur ein einziges Mal auftreten 
darf, da die Summation nach ft bereits in der letzten Summe erledigt 
ist. Setzt man nun tf = £n, so wird der Ausdruck rechts gleich dem 
Quotienten aus der Differenz der beiden Summen 

2^(- l)-2-^-+^-^>, 2^(- l)'g'<'+^+^> (n = 0, + l,±2,...) 

n n 

durch den Ausdruck (^ — ^T^)- ^^^ dieser beiden Summen ist gleich 

NulL Denn ordnet man z. B. in der ersten Summe je zwei Summanden 

(__ l)»^(«+i-e) und (— 1)—- -i+?^-— i+0(~-) 

einander zu, so zerstören sich diese, da ja (il — q) eine ungerade Zahl 
ist. Aehnliches findet mit der zweiten Summe statt. Es ist also in 
dem Ausdrucke (14*) nur noch p &= zu nehmen, und er reducirt sich 

daher, weil alsdann ^.g^'^g = o wird, auf die Reihe 






(,+«+lay + (-~|2)* 



welche, wenn 2 sc — A =x gesetzt wird, in die Doppelreihe 

(15*) ' 2'(-i)^'"'(''+W"""'^'*''"^'* 

fibergeht. Denn es ist klar, dass wegen 2tf = €(x -f- il) der Exponent 

|(2A + £(x + ^)) = |(x-A) (mod.2) 
wird. Weil nun x eine ungerade Zahl ist, so hat für zwei einander ent- 

-i(x— i) 

gegengesetzte Werthe von x das Vorzeichen ( — 1)* auch ent- 

gegengesetzte Werthe. Betrachtet mau also den mit k multiplicirten 
Theil der Summe, so sieht man, dass dieser verschwindet. Es geht 
deshalb (15*) in 

über. Setzen wir hierin 

(_l)T<''-^>„(_l)i"'-».(_l)i<^-" • 

80 wandelt sich (15*), wie es sein sollte, in (15) imi. 

Auch die am Schlüsse des vorigen Paragraphen gegebene Formel 
kann auf rein arithmetischem Wege daraus gefolgert werden, dass die 
Anzahl der Darstellungen einer ungeraden Zahl als Summe von zwei 
Quadraten sich durch den Ueberschuss der Divisoren von der Form 
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4n -}- 1 über diejenigen Ton der Form 4ii 4~ 3 ausdrückt. Ebenso 
verdient die vorletzte der dort g^ebenen Formeln durch directe Um- 
wandlungen arithmetisch bewiesen zu werden. 

§8. 
Wir betrachten jetzt das Produet aus vier ^-Functionen 

nto. 5„ S,, W = »,(.to + td»iiio - 5.)*i(5. + &)*.(£. - U) . 

Dann zeigen die Formeln (4), (4^) sofort die Richtigkeit der Gleichungen 

nto, t^, ?,, & + 0,) = «r *e-*^ nso, ?» «., Q , 

nto, 5., 6, + », S.) = g-*e-*^Tito, 5,, 5,, tt), 

Tito, £. + ", 5., g») = «-'e-««n&., £», tu S.). 

Es bleibt, wie man hieraus sieht, der aus den T gebildete Quotient 

Q _ r(to, {,,^3, gl) + y({„ ?„?»,? ,) 

als Function von z^ betrachtet, ungeändert, wenn man z^ durch z^q 
ersetzt, oder wenn man zu dem g, ein o addirt. Q nimmt daher alle 
Werthe, deren es überhaupt fähig ist, z. B. in dem Ringgebiete zwischen 



^s = 



und jSfj = 



3* 



an, und es tritt also hier Aehnliches ein, wie 
bei dem vorher betrachteten F{q, x, y). Nun verschwindet der Nenner 
von Qy als Function von z^ aufgefasst, gemäss (6) innerhalb des Ring- 
gebietes nur für Werthe der Form 

Sa = ± Sa + «, 

wo n eine jede positive oder negative ganze Zahl bedeuten kann, imd 
zwar stets nur in erster Potenz. Nach (3) und (6*) wird für diese 
Werthe auch der Zähler von Q von der ersten Ordnung Null; also bleibt 
Q endlich. Nach dem C au chj 'sehen Satze ist daher Q von ^ unab- 
hängig. Setzen wir Ss = So? dann fällt der zweite Summand des Zählers 
fort, und der Rest nimmt den Werth 

iil»_^»_»o_» »ii -szs 1 

■^ (so » »l » fc J T So) 

an. Es folgt dadurch das Additionstheorem 

nso, £«, s», tt) + nto, 5», 5„ tt) + nso, tu s», «s) = . 

« 

Es ist dies die von Herrn Weierstrass zu Anfang der sechziger 
Jahre gefundene und in seinen Vorlesungen mitgetheilte Theta-Fofmel*); 



*) Sitzungsberichte der Berl. Akad. d. Wissenschaften 1882. IL. S. 606. 
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sie wurde von Briot und Bouquet in dem Werke: „Theorie des 
fonctions doublement periodiques" zuerst veröflfentlicht. Es ist die 
einfachste derartige Beziehung, welche zwischen d-Producten besteht, 
und durch Coefficienten -Vergleich ung der unendlichen Reihen leicht 
zu verificiren; aber dass überhaupt solche Relationen zwischen den d- 
Producten auftreten, darf man wohl als sehr wimderbar bezeichnen. 

Jacobi hatte eine ähnliche Formel zwischen vier solchen T auf- 
gestellt, und zwar lässt sich mit Sicherheit nachweisen, dass er sie im 
Winter 1835/36 gefunden hat. Von da ab beginnt eine neue Epoche 
für die Theorie der 0"- Functionen. 



Zwölfte Vorlesung. 



Integral-Logarithmus. — Erweiterung. — Natürliche Begrenzung. — Integrationen 
längs verschiedener Strecken. — Integrationen um verschiedene Bereiche. — 
Dirichlet' scher discontinuirlicher Factor. — Ableitung einzelner Integrale. — 
Formeln über den Integral -Logarithmus. — Reihenentwickelung des Integral- 
Logarithmus. — Mascheroni'sche Constante. — Historische Bemerkungen. 



§ 1- 

Wir treten jetzt in ein genaueres Studium des Integrals 

(1) J-j f(z)dz {z = x + yi) 

ein. Das Integral entsteht aus einer Verallgemeinenmg und Trans- 
formation des zuer^ von Euler betrachteten Integrals 

dx 



r dx 

J logo? 



log X 



An dies knüpften sich die ersten Untersuchungen; dasselbe war auch 
für den Namen entscheidend. Von f(z) möge vorausgesetzt werden, dass 
es nur an lauter getrennten Punkten und in diesen nur von der ersten 
Ordnung imendlich gross wird. Wir setzen 

Wir betrachten das Integral zunächst längs verschiedener Strecken 

Zuerst sei y = 0, imd x gehe von — cx) bis — 6, wobei | eine 

positive Grösse bedeuten soll. Ist dabei f(x) = 1 , so bezeichnet man 



/ 



e* — == li e~« 

X 

00 



und nennt diese Function den BessePschen Integrallogarithmus. 

Es ist klar, dass derselbe für jedes positive | eine Bedeutung besitzt. — 

Hat y den festen Werth y^, und geht x von x^y bis rc, so wird (1) 



/ 



X 

^ dx 



«* + yS 



{ a;co8yo+yosioyo+ ilxsmy^—y^aoay^) } (/;(«, yo)+ifi{x, y^)) . 
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Bleibt nun für y = cx> sowohl /*j(x, y) als f^ix^y) endlich^ so wird das 
Integral für ins unendliche wachsende y nach gehen. Das findet 
z. B. für f{z) = 1 statt. Da der Punkt z = zur natürlichen Be- 
grenzung unseres Integrals gehört ^ so darf o; = nicht innerhalb der 
Grenzen liegen, was natürlich nur bei y^ = zu berücksichtigen ist. — 
Integrirt man bei festem x = Xqj dann wird dx fortfallen, e*» tritt 
Tor das Integral, und die wesentlichen Theile desselben können wir 
in dem Ausdrucke 






+ ^ \ € = 1,2/ 



zusammenfassen. Unter gewissen Voraussetzungen über f{p) bleibt das 
Integral endlich, auch wenn man das Integrationsgebiet ins Unendliche 
erstreckt. Das lässt sich mittels des zweiten Mittelwerthsatzes zeigen, 
wenn wir ihn 

J 9(n)t(j/)dy = (p(a)J ^{y)dx + (pQ))j t{y)dy 

a a tl 

% 

schreiben; in dieser Form gilt er, falls <p(j/) zwischen a und b ent- 
weder nur wächst oder nur abnimmt, und wenn das Integral über ^(y) 
beständig endlich bleibt. Nimmt man nun hier 

Xq-t y 

so ist die erste Bedingung erfüllt, wenn man (für d = 1) den Modul 
der unteren Grenze = [xq] oder grösser als |a?QJ annimmt; denn von 
da ab vermindern sich die Werthe der Function beständig. 

Für f(z) == 1 ist die zweite Bedingung gleichfalls erfüllt. Dies 
geschieht aber auch in anderen allgemeineren Fällen, z. B. wenn f(z) 
eine rationale Function ist, deren Nenner einen höheren Grad hat, als 
der Zähler. Nur muss dabei x^^ so gewBhlt werden, dass keine der 
Wurzeln des Nenners gerade Xq zur reellen Coordinate hat. Unter 
diesen Voraussetzungen kann man, wie der Mittelwerthsatz zeigt, von 
\Xq\ bis + oo und von — \Xq\ bis — cx) integriren. 

Da nach den Voraussetzungen über f\z) das Integral auch zwischen 
den Grenzen y = — \Xq\ bis y=+ !^ol endlich bleibt, wenigstens 
wenn Xq von Null verschieden ist, so kann man dann also das all- 
gemeine Integral auch von — cx) bis + ^^ erstrecken. — 
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Ausser den Unendlichkeitspunkten von f{z) gehört noch der Punkt 
z = Q zur natürlichen Begrenzung des Integrals 



j 



z 



Wir wollen voraussetzen, dass f{£) für j» == endlich bleibe, und inte- 
griren nun auf einem kleinen Kreise um den Nullpunkt herum. Dann 
entsteht, wenn der Radius dieses Kreises zur Grenze Null geht, das 
Resultat 

lim iefi^^^^-^i^')f{ffe'^)idv = 2nif(0) . 

^ 

§ 2. 
Wir werden jetzt den Ca uchy 'sehen Satz auf imser Integral an- 

wenden, indem wir — f{js) längs des XJmfanges verschiedener Bereiche 
integriren. ' 

I. Zunächst wählen wir einen Streifen, der durch zwei Parallelen 
zur F-Axe in den Entfernungen x = — 5" imd a? = + S' gebildet 
wird, wobei die 5 als positiv gelten sollen. Wir fassen diesen Streifen 
als ein Rechteck auf, von dem die beiden, der X-Axe parallelen 
Seiten unendlich fem liegen. Befinden sich keine Unendlichkeitspunkte 
von f{z) in dem Streifen, so wird das Resultat der Integrationen gleich 
2jcif(0) sein, da dies der Werth der Integration um den NuUpimkt 
ist (§ 1). Die Integrale längs der imendlich fernen Seiten sind beide 
gleich Null, wenn man voraussetzt, dass f(/) für imendlich grosse y 
zwischen x = — §" und x = + 5' endlich bleibt (§ 1). Es resultirt also 

+ 00 

2jti =^J^'+y%i' + yi) d log(r + yi) 

— QO 

-J'e-i"+v'f{- 4"+ yi)rfiog(_ |"+ yi) . 



■oo 



Jedes der Integrale ist eine Function von 5; wir bezeichnen kurz 

+ 00 

(2) fe^+^r(i + yi)d log(| + yi) = J(5). 



•00 



Wenn innerhalb des Streifens Unstetigkeitspunkte von f(/) liegen, 
die J4ft unserer Annahme nach immer nur von der ersten Ordnung sind, 
dann erhält man nach dem Cauchy 'sehen Satze [vgl. Vorles. 10; §7,(14)] 
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* 

Jit) - J{- I") = 2ni + 2niy lim (g — Q'lt^ 
(3) (^'^^=') "'■ 

t)ie Summation bezieht sich hier auf alle und nur auf diejenigen Punkte 
innerhalb des Streifens, für welche f(x + yi) = cx) wird. 

Liegt das Integrationsgebiet ganz rechts oder ganz links von der 
lateralen F-Axe, dann fällt in (3) das erste Glied der rechten Seite 
weg und die Gleichung lautet, wenn 6" < 5'' genommen wird, 

/g*\ '^^ ^ "t" y* 

bezw. 

/3**\ '^^ «J -r y» 

Unter den über die Unstetigkeitsstellen von f(x + yO geniachten 
Voraussetzungen: dass sie nur in endlicher Anzahl imd alle nur im 
Endlichen und nur von der ersten Ordnung vorkommen sollen, folgt, 
dass über gewisse Werthe + 1^ nach rechts und gewisse Werthe — 5i 
nach links hinaus keine weiteren Unstetigkeitspunkte liegen. Dann wird 

,,. Ai) =J(U (S>So), 

^*^ J(- S) = J(- 10 (g > I,) . 

Nun nähert sich mit wachsendem § die linke Seite in der zweiten 
der Gleichungen (4) dem Werthe Null. Denn nach den Betrachtungen 
aus § 1 bleibt das Integral, welches restirt, falls aus J{ — J) der Factor 
e~^ herausgezogen wird, endlich, während der herausgezogene Factor 
sich mit wachsendem 5 d^r Null nähert. Also gilt nach (4) auch das 
Resultat: 

J(-|) = 0, 

falls über 5 nach links hinaus keine Unendlichkeitspunkte von f(jg) 
mehr liegen. Ist insbesondere f(z) = 1, so folgt für jedes positive J 

(4*) J(- I) ^J'-f^ dyi = (g > 0) . 



oo 



In diesem speciellen Falle gestaltet sich die Formel (3) besonders 
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einfach. Deiin emmal fällt das zweite Glied auf der linken Seite, und 
ferner auch die Summe auf der rechten Seite fort; es bleibt allein zurück 






— 00 



Man hat also, wenn man die beiden letzten Formeln vereinigt, 



00 



/'\ 1 r«4-«,.ji /fc I -N l(wenn|>0), 

^ ^ ''inij tb\^ ^ j j [(j ^wenn 6 < 0) . 

— 00 

Es ist dies ein ausgezeichnetes Beispiel eines unstetigen Integrals mit 
stetigem Integranden. 

§3. 

Es fehlt uns als Ergänzung von (5) noch der Werth der linken 
Seite für g = 0. Um diesen zu berechnen, Integriren wir längs der 
lateralen F-Axe von — cx) bis — £, wo 6 sehr klein sein soll, umgehen 
dann den Nullpunkt durch einen auf der Seite der positiven x gelegenen 
Halbkreis, der um = mit dem Radius € geschlagen ist, imd dann 
integriren wir gradlinig weiter in der F-Axe von + £ bis + oo. Man 
erhält dabei 



— C 00 



I e^'dlogy + 1 ev^dlogy -{- j e'^'''''''+''^'Hdv. 



— » +« 71 



Integrirt man (2) für ein positives g von y = '\- oo bis y= — oo 
und denkt im positiven wie im negativen Unendlichfemen zwei der 
X-Axe parallele Strecken von a; = 6 bis x = gezogen, dann wird 
das Resultat der Integration um dieses Rechteck nach dem Cauchy'- 
schen Satze gleich sein; folglich liefert (5) 



/r 

oo Y 



= I ey*dlogyi-{- I ey'dlogyl -[- /e* («<>»«'+«•*"«') ieit; — 2ni . 



00 c rt 



Lässt man hierin s zu Null werden, so hat das dritte Integral den 
Werth -{- ni, und es resultirt unter den über den Gang der Integration 
gemachten Voraussetzungen 



OD 



j ^*dlogy = ni 



— 00 
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oder, ähnlich wie (5) geschrieben, 

00 



00 



Hatten wir den Halbkreis auf die Seite der negativen X-Axe gelegt, 
so wäre offenbar dasselbe herausgekommen. 

Die linke Seite von (5*) lässt auch folgende Gestaltung zu 



C 00 



li^ J_.( /;.^ + Te^.^) == 1 lün P'---^' ^ , 

— ao • a 

so dass die ims bereits bekannte Formel 
(6) ß^ dy = 



2 





entsteht. Das ist recht ^eigentlich die wahre Herleitung des Integrals, 
welches schon bei der Behandlung des Diric hie tischen Integrals 
(5^ Vorlesung § 2) vorkam. Hier erscheint es als ein besonderer Fall 
des Integral-Logarithmus. 

• 

§4. 
Wir gehen jetzt auf die Formeln (3) und (3*) in der Gestalt 

J(|) - J{- I") = 2ni (L+J?^ J^yV^iz-l) '-fpj 

zurück und wollen in derselben |" so gross annehmen, dass darüber 
hinaus nach links hin keine der Unendlichkeitsstellen f{z) mehr liegt. 
Dann wird nach dem vorigen Paragraphen J(^ — 5") == 0, imd dadurch 
vereinfacht sich die obige Formel. 

Führen wir in den Integral- Ausdruck (2) für J 

m + y^')=m,y) + im,y) 

ein, so erhält man durch Trennung des Reellen von dem Imaginären 

00 



iTi'f^ = h fvTP f^^ + y^'^'^y ■ (^ - y''> 



— 00 
OD 



= /- /|i^. { /"i(S» yXScosy + ysiny) - fS, yXSsiny - ycosy) } 



— oo 

OD 



+ 2*,- /p-Jj. {/i(5, y)(|smj/- ycosy) + /i(|, y)(gcosy + ysiny)} . 



— 00 
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Bezeichnet man ferner die Unendlichkeitsstellen Yonf(js) mit ^=^''\-rjfi, 
dann wird die Summe in der ersten Formel dieses Paragraphen 

^2 lim (ier - r - vWiH', vl + i/iCl', vl) ■ 

Dies bezeichnen wir kurz durch ^(a + ßi) . 

Dann ist nach (3) und (3*) der reelle Theil von J(^) : (2jt{) gleich 
2]a für 5 < und gleich 1 + 27a für 6 > , wobei die Summe über 
alle diejenigen J-Werthe zu erstrecken ist, bei denen man 5' < 5 hat. 

Im FaUe flz) — 1 folgt also 



00 



(7) / *=7-:f p^ dy = «e-J(l + sgn S) . 



— » 



Der imaginäre Theil von J{^ :2ni wird für positive oder nega- 
tive 6 gleich Eß . Für f{e) = 1 folgt also 



00 



(8) ß-^.^-ir-^dy = 0, 



00 



was freilich sofort aus der Ueberlegung ersichtlich wird, dass der Inte- 
grand eine ungerade Function von y ist (vgl. Vorlesung 1 § 10; V). 
Hier entsteht also nichts Neues, während der reelle Theil ein interes- 
santes Resultat geliefert hat. 

Addirt man einerseits die beiden für + S ^^^ — S ^us (7) sich 
ergebenden Gleichungen, und subtrahirt man andererseits die zweite 
derselben von der ersten, so resultirt für ein positives | 



» 00 



Von diesen beiden Formeln ist übrigens eine jede die Folge der anderen. 
Diflterentiirt man nämlich die erste Formel nach §, so entsteht 



/i 



00 

2yS siny 



«' + y")' 



dy «== 7te~^] 



'00 



wendet man links die Methode der partiellen Integration an, dann 
resultirt für das Integral der Werth 

00 ao 



— » — OO —00 



und dadurch entsteht die zweite Formel. Geht man denselben Weg 
rückwärts, so gelangt man von dem zweiten Integrale in (9) zu dem 
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erstell. Nur das eine der beiden Integrale bietet also etwas wirklich 
Neues. 

Es lässt sich übrigens zeigen, dass die Beschrankung, die in der 
Annahme f{js) = 1 lag, nur eine scheinbare ist, so lange man f{z) als 
rational ansieht und den Nenner der Function von höherem Grade als 
den Zähler sein lässt. Ist z. B. 



z — a — hi^ 
SO wird die Zerlegung in Partialbrüche das Resultat 

r e'dz ^ 1 r r e*d z A'^^l 

J z{z — a — bi) a + bi [_J z ^ a — bi J z \ 

geben. Hier ist dann wieder rc = S als constant anzusehen und nach 
y von — oo bis + ^50 zu integriren. Setzt man dabei in dem ersten 
Theile rechts z' inr g — a — hi ein, d. h. den Werth x — a für x, so 
geht derselbe in 

* ^ . I,,. l*e* dz' 

über, wobei wiederum nach y von — cx> bis '\- oo z\x integriren ist. 
Man erhält also dieselbe Form wie beim zweiten Integrale, d. h. einen 
Integral-Logarithmus. 

In derselben Art kann man durch Zerlegung die complicirteren 
Integrale behandeln, bei denen der Nenner von f{z) einen höheren 
Grad hat; und daraus sieht man, dass die Resultate sich sämmtlich auf 
unsere elementaren Formeln (7) oder (8) zurückführen lassen, und dass 
diese scheinbare Erweiterung nichts Neues liefern kann. 

§5. 

II. Wir behandeln jetzt die Integration Yonf(0)e':z über ein anderes 
Gebiet, welche noch merkwürdigere Integralgleichungen als die bis- 
herigen liefert und zugleich zeigt, ein wie mächtiges Hülfsmittel der 
Uebergang von Integralen einer Variablen zu solchen von zwei Variablen 
bietet. 

Wir erstrecken die Integration über eine Halbgerade, die von 
X = — cx), y = -|-oo nach Null geht, und von da aus in einer Halb- 
geraden, die zwischen der ersten und zwischen der negativen X-Axe 
liegt, wieder nach a; = — oo, y = + ^x) hinaus. Diese beiden Ge- 
raden mögen 

Z '^ — (ö^i + &iO^ ; ^ '^ — (« + '^*)^ 

sein; dabei nehmen wir a^, a als positiv, 6^, i als negativ an, so dass 
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die Halbgeraden durch ^ := (0 • • • + cx)) geliefert werden. Ferner sei, 






> 



b 
a 




(Ho,oj 



damit die angegebene Lage der Geraden eingehalten werde, 

Um aber bei der Integration den Unstetigkeitspunkt j8f = zu 
vermeiden, integriren wir auf der ersten Geraden nur bis zu 

^ = — («1 +^*>; 

gehen dann geradlinig bis zum 
Punkte je? = — (a + ^i)t der 
zweiten Geraden über und von 
da aus auf ihr ins unendliche. 
Die eingeschaltete Strecke wird 
folglich vom Pimkte 

— ^r (a + 6i — a^ — \%) 

durchlaufen, wenn i von bis 1 
geht. 

Endlich schliessen wir den Integrationsweg durch eine zur X-Axe 
senkrechte, im Unendlichen belegene Strecke. 

Die über diesen letzten Theil des Weges geführte Integration 
liefert den Werth 0. Es bleibt also zurück 

/«-(«.+»..■)«/•(_ („j -I- 6,i)0dlogi+ /e-«'+"'>'/"(— (ffl + fcOO<^log< 

00 t 

und dieser Ausdruck ist nach der Bezeichnung von § 4 

-^i'^ + ßi), 

erstreckt über alle die im Innern des Gebietes liegenden Unendlichkeits- 
punkte von f(js). 

Lässt man nun r nach Null gehen, so wird die Summe der beiden 
ersten Integrale 



00 





Im dritten Integrale wird für r = die Exponentialfunction gleich 1 ; 
f geht in /"(O) über; imd es bleibt nur 
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1 

m fr -A-^'l-f^-^ r *-^' irr = log "4.*' • m 







zurück. Man erhalt also die Gleichung 



00 



/1... / [e-'-'+'^'A-C« + ^00 - e-('H+*.o./-(_ («^ + i^i^t)] d logt 



§6. 

In diese allgemeine Gleichung setzen wir wieder f(z) = 1 ein 
und trennen daim das Reelle vom Imaginären. So entstehen die Re- 
Hultate 



J\e-<"eosbt - e-". ' cos b, t) ^^ = log]/ ^±^. , 



(11) » 



/ 



00 

dt i. ^ 4. ^ 



(e~^' sin 6^ — e~^»' sin &i ~r = ^^^ ts^ng arc tang — 



Diese Formebi werden sonst, wenn man bei den Integralen einer 
HMillen Variablen stehen bleibt und nicht das Complexe oder zwei 
Variabio zu Hülfe nimmt, viel umständlicher abgeleitet. In ihnen 
niÜHHon a und a^ positiv sein; die Voraussetzungen über h und h^ 
kfhinen wir fallen lassen, da durch Zeichenänderung derselben nur eine 
unwissentliche Verschiebung in der Figur eintritt. 

Setzt man in der ersten Formel (11) 6 = 0, 6^ = ein, so erhält 
man die bekanntere Form 



00 



(12) /(«-«' - e-O ^ = log ^ (a, o. > 0) . 



Setzt man in der zweiten &, = ein, so entsteht 

00 

(13) /V-«' ^^ dt = arc tang ^ (a > 0) 



und hieraus durch Anwendung der Methode aus Vorlesung 5, '§ 13 

OD 00 

/sin ht ,, ,. / „t sin ht j. n , 

— — d^ = Lm I 6~"' - . - a^ = Y sgn h . 

Für 6 = 1 ist dies abermals das Integral, welches dem Dirichlet'schen 
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zu Grunde liegt, und dessen Discontinuität ersichtlich ist. Bedenkt man, 
dass & = den Werth liefert, so gilt für jedes reelle &: 

(14) f^dt = ^sgnb, 



da wir ja in Vorlesung 10, § 10, S. 173 sgn «= definirt haben. Von 
Dirichlet ist dieses Integral als discontinuirlicher Factor in sehr 
merkwürdiger Weise gebraucht worden. Darauf gehen wir weiterhin 
genauer ein. 

Behufs künftiger Benutzung wollen wir die Gleichung (14) noch 
ausführlich niederschreiben: 

oo 

(14*) lim fe±" -,-- dt = ^sgah- 



% 7. 

in. Wir wollen ims jetzt mit dem, im Vorhergehenden als Integral- 
Logarithmus bezeichneten Ausdrucke etwas näher beschäftigen, welcher 
im ersten Paragraphen durch 



/ 



'X 



X 

— » 

definirt worden ist. 



e» ^-^ = H er-' (x>0) 



Integriren wir in der reellen Aie von — cx) bis zu dem negativen 
Werthe — J, dann für ein constantes x = — 5 in einer Parallelen zur 
Y'Axe von y=0 bis y=-f"^^; ^^^ ^* f^r ^^ constantes y bisa:= — cx> 
und von dem Punkte x = — cx), y=-j-oo parallel zur F-Axe zurück 
zum Ausgangspunkte x = — oo, y = 0, dann wird die Summe dieser 
Integrale bei f(js) = 1 zu Null werden; und da jedes der beiden letzten 
Integrale einzehi verschwindet, so erhält man 

J ed log X -\-Jer^+'>d log (— g + yi) = (I > 0) , 

— 00 ys=0 

oder, wenn wir x statt — S einsetzen, 

(15) — li e' =Jg'+'yd\og (x + y t) (x<0). 

In der reellen Aie kann man des Nullpunktes halber nicht von 
— cx> ab bis zu positivem a? = + 5 integriren. Wir wollen uns deshalb 
so helfen, dass wir auf der negativen X-Axe bis zur Entfernung x= — (j 

Krtmeclter, Integrale. * 14 
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gehen, dann anf einem um mit q geschlagenen Halbkreise bis a;= + p, 
Ton da bis jr = + 5 ^^^ dann parallel zur Y-Axe ins positiv Unend- 
liche. Das Integral über den im Bereiche des positiven y liegenden 
Halbkreis ergiebt 



V 

lim I tfi^'+^^^Hdv = — «i, 



und daraus erluilt man f&r ein positives | 

Um I e'd lofx + lim / e'rflog a; — xi + / e^+^dlog (g + yi) = . 

Wir haben nicht das Recht, die Summe der beiden ersten Inte- 
^ral^ oluM" Weiteres gleich 



j fdlogx 



X 



£U ^U^ti% vkau dies dürften wir nach den Auseinandersetzungen der 
<fc^eu Yv^rleisittnif nur thun, wenn die Summe 



— t* « 



Um /«^illogx + lim f e'dlogx (<?, r > 0) 



-* -w% •'■*^^t 



ciue vvm der Art der Grenxübergange unabhängige Bedeutung besässe. 
Weil vU^ Aber hier nicht der Fall ist, so müssen wir sagen, dass der 
luuvml UxHpwrithmu* Rlr positive J gar nicht existirt. Und wenn man 
ihti iA>t«d^m durch die Gleichung 

-^^ * 

, \,\*> lim l^dlogx 4- lini / e'dlogx = li e' (x>0) 

vloliuuvH x^ilK s\* Ut li f* für ein positives x nicht als Integral sondern 
oU\^u uuv iiU vUe Swuuue dit^ser besonderen Grenzwerthe aufzufassen. 

\\ u uvheu hierout* so ausführlich ein, weil in der Literatur that- 
xiuldivK eine AuN^lehuuug des IntegralbegriflFes in der angegebenen 
l\»ohluu>i \\>vkouuut, Oauchy hat nämlich Integral-Werthe 

»h U'U»|>tw«M»U«» v^'Uour» prhuMpttles) in Betracht gezogen, auch wenn 
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hm I f{x)dx + hm 1 f(x)dx (£,, £, > 0) 

keinen Sinn hat. Es ist jedoch aus unseren Ueberlegungen klar, dass 
man besser thut^ dieser Einführung nicht zu folgen. 



§8. 

Gehen wir aber für den Augenblick auf den C au chy' sehen Haupt- 
werth ein, so haben wir 

j^-^y*d\og{^ + yi) = ni — \i^ (g > 0) 

ZU setzen. Diese und die entsprechende Gleichung für einen negativen 
Exponenten vereinigen sich zu 

(15**) fe^-^y'dlog (x + yi) = ^^ (1 + sgn x) — \ie^. 

Trennen wir hierin die reellen von den imaginären Theilen, so ent- 
stehen die beiden Gleichimgen 



CO 



J ^(y cos y — a; sin y) ^, ^ ^i = — li C, 
(16) 



00 



J&'{xcosy + ysiny) -i^^t = y (1 + sgna;) . 



In die erste dieser Gleichungen setzen wir — x statt x ein, addiren 
imd subtrahiren die entstehende und die ursprüngliche Gleichung und 
erhalten dadurch 



OD 



2/i?-fy dy = - e-'Hc - <- lie--, 
(17) 



00 



lA>' +^y* dy = ^ (C-' li e« - c- li e-) . 



Die zweite Gleichung (16) liefert, auf dieselbe Art behandelt, unter 
der Voraussetzung .t > 0, 
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(*>0) 

o / COS y , ne * 

J sc* +y* ^ « 





Diese beiden letzten Formeln liefern nichts Neues; sie gehen sofort 
aus den Formeln (9) hervor. Die Formeln (17) dagegen liefern natürlich 
neue Resultate. Man findet beide in Schlomilch's Compendium ohne 
Benutzung von Functionen zweier Veränderlicher auf nicht ganz ein- 
fache Weise abgeleitet. 

§9. 

Endlich woUen wir noch die Reihenentwickelung des Integral- 
Logarithmus geben. Man hat 

Hjt T t» l ^ dx i €'dx 

%/ *^ t/ ^ 

— 00 — ao 

c 'dx 



c» TT» 



-$' 



■/( 



I +l'-'i?^)''« 



_,„.+(J;(=_.^^);„ 



und insbesondere wird 



1 *- 1 -" 

Die letzte Klammer ist eine Constante^ welche nach dem Mathematiker, 
der sie zuerst auf eine grössere Anzahl von Stellen berechnet hat, den 
Namen der Mascheroni'schen Gonstante tragt (vgl. Lorenzo Masche- 
ron i: Adnotationes ad Euleri Galculum integralem). Sie lasst sich 
auf Grund der soeben gemachten Umwandlimgen leicht in der Form 



u 



darstellen. Ilir angenäherter Werth ist 
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C = 0,577215664901532860 • • • 

Dieser Gonstanten kommt noch eine andere interessante Bedeutung 
zu. In die rechte Seite der Gleichung 



1 n 



1 

tragen wir 1 — - für z ein ; dann wird die rechte Seite 



fn-(^-m-ß. 



-/?('-('-f)")-/(i-fr';. 

1 

und lässt man n ins Unendliche wachsen, dann zeigt sich, dass 

1 00 

1 

ist. 

Die Formel für lic~^ wird also 

^ ^"6 5 1.1! ^2 2! 83!^ ^ '^ ' 

In dieser Form hat schon Euler die Entwickelung gegeben (Instit. 
Calc. Int. I, Cap. IV. § 228). Ebenda macht er (§ 219) auf die Be- 
deutimg des Integrals 

Tf!^ oder f-^ 

aufinerksam, von denen das zweite mit dem ersten durch die Sub- 
stitution X = logy zusammenhängt. Nach Mascheroni (1750 — 1800), 
den wir schön erwähnten, und der sich besonders auch durch sein Werk 
über die Geometrie des Cirkels bekannt gemacht hat, hat sich Soldner, 
ein deutscher Mathematiker und Feldmesser, zum Zwecke der Berechnung 
des li e""^ für grosse S mit diesem Integrale beschäftigt (Theorie et tables 
d'une nouvelle fonction transcendante, München 1809; Monatliche Cor- 
respondenz v. Zach, XXUI, 1811; 182 — 188). Soldner ist einer der 
wenigen wissenschaftlichen Männer Deutschlands, die in der Verwaltung 
ihre Carriere gemacht haben. Von Soldner stammt auch die nicht sehr 
glückliche Bezeichnung „Integral-Logarithmus^^. Bessel beschäftigte sich 
gleichfalls mit dieser Function (Untersuchung der durch das Integral 

/• dx 

I , ausgedrückten Function. Königsberg, Arch. f. Naturw. u. Math. 

1812 St. 1). Höchst interessante Bemerkungen über dieselbe lesen 
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wir im Briefwechsel zwischen Gauss und Bessel S. 161, 163 und 

besonders 156 und 171 ff., aus denen hervorgeht, dass Gauss schon 

1811 tief in die complexe Integration eingedrungen war. 

Im zweiten Bande von Gauss' Werken (S. 444) findet sich ein 

Brief an Encke. in welchem darauf aufmerksam gemacht wird, „dass 

^ilie \n»Ahl jjler Primzahlen unter einer gegebenen Grenze n nahe 

^duivh das Inteiinnd 

'dn 



J 



logn 

^u;$ifedrückt werde**. Die auf S. 438 — 443 desselben Bandes abge- 
druckten Tafeln geben Bel^e dafür. 
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Der Diric hie fache discontinuirliche Factor. — Verschiedene Formen desselben. 
— Beispiele für die Verwendbarkeit des discontinuirlichen Factors. — Coeffi- 
cienten-Bestimmung einer allgemeinen Reihe. — Deutung als Fourier'sches und 
als Cauchj'sches Integral. — Besondere Fälle. — Entwickelung nach Sinus und 

Cosinus von Vielfachen eines Winkels. 

§1- 

Wir gehen jetzt auf die Theorie und die Anwendungen des in der 
letzten Vorlesung bereits erwähnten Dirichlet'schen discontinuir- 
lichen Factors ein. Die daselbst abgeleiteten Formeln (5) und (5*) 

kann man 

1 f ür a; > 
1 



2 ^> ^ = ^ 



/i\ 2äiJ x + yi 

^^ ^=-* 10 „ a;<0 

= |- (l + sgn x) 

schreiben. Dies ergab sich aus Betrachtimgen, welche mit dem Inte- 
gral-Logarithmus in enger Beziehung stehen. 

Ein specielleres Integral^ das gleichsam nur ein Durchschnitt dieses 
allgemeineren ist, insofern in ihm nur eine Variable vorkommt, ergiebt 
sich, wenn man von (6) der vorigen Vorlesung, nämlich von 

(2) /-«^^ dv = J (1 + sgn b) 

00 

ausgeht, in ihm einmal b = a -}- ß, das andere Mal b = a — ß einsetzt 
und dann die Resultate addirt. cc und ß sollen hierbei als absolute 
Zahlen genommen werden. Es entsteht hierbei 



00 



1 Ain (cc + ß)v j , 1 /*8in (ce — ß)v j '^ /i i / /»w 



— 00 — ao 

oder nach einfacher Umformung 



00 

/Q\ 1 rsmnv COS ßv j 1/11 / z>\\ 

^^^ nj V ~ ^^ ^ Y (^ + Sgll (« — ß)) • 
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Aus (14*) der vorigen Vorlesung folgt ebenso 



00 



0^*) „ Jim J c±" ^-^ dv = y (1 + sgn(« — ß)) . 

Eine fast noch hübschere Form als (3) erhält man durch partielle 
Integration für 



00 



1 rsm av BUk ßv j 1 /* • • /> -f/lX 

,J ^,-^~ dv == - --jBmavsmßvd[-); 



30 



(las ergiebt nämlich mit Hülfe von (3) 



00 OD 

1 /«in ccv ein |5t?\*i « /cos at? sin ßt^ ^ i_ l' /"sin at? cos ßv , 



OD 



- ; (1 + sgn (^ - «))+ I (1 + 8gn(« - /J)) . 

.lo nachdem lUso a> ß oder ß> a ist; erhält man als Resultat /3 oder 
« ; d. h. OB ist 

1 i sin av sin^ , ja (/J > «) , 



— oe 



/J («>/»)• 



Ditm«^ Form hat den Vorzug der symmetrischen Gestaltung des Integrals 
iioboii doiiyonigon einer stärkeren, durch das v* des Nenners hervor- 
^(«rulon«ni (\)nvorgonK. Durch Differentiation nach ß konmit man auf 
(!l) zurück. Auch hier können wir übrigens durch Verwendung des 
Znirht^ni« Mgn <lio nH*hto Seite einheitlich schreiben, nämlich in der Form 

1 ((« + ß)-(a-ß) sgn (« - ß)) . 

Dio iingow(Mi<leto Methode führt zu weiteren discontinuirlichen Integralen. 

§2. 

Ditj (liMi'ontiiiuirlichen Integrale (1), (2) und (3) kann man viel&ch 
Holir iiuizbriugond vonvenden. Zunächst lassen sie sich zur Besei- 
tigung «»iwaigor thirch die Integrationsgrenzen auftretenden Schwierig- 
kniton gohriiuchen. In dieser Beziehung hat Dirichlet einen über- 
riiMchnnd einfachen Gedanken — wohl nicht gehabt, denn das muss 
man auch von Anderen vor ihm schon annehmen — aber ausgefllhrt. 
Am behten wird seine Tragweite durch das Beispiel einleuchten, auf 
wfdcheH er Helbst seine neue Methode mit besonderem Vortheile an- 
gewendet hat. 
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Ist eine Integration über den ellipsoidischen Kaum 

- + ^ 4- — — 1< 
zu erstrecken y also 

/ F{Xy y, d)dxdydB 

über alle Punkte im Innern eines Ellipsoids auszudehnen^ so würde die 
Ausfährung der Integration^ wenn nicht gerade F =\ ist, infolge der 
Grenzen wesentliche Rechnungen fordern. Nim folgt aber aus (3) 

^J sin t; cos (-Jr + 1^ + ^i-) « J = 1 oder = 0, 



QO 



je nachdem der Punkt Xy y^ z innerhalb oder ausserhalb der Begrenzung 

a* '^ '&« "^ c» ~ ^ 
liegt, während für Punkte der Fläche selbst das Integral «= - wird. 

Multiplicirt man also das zu behandelnde Integral mit dem zuletzt auf- 
gestellten discontinuirlichen Factor, dann darf man in Beziehung auf 
alle Variablen von — oo bis -(- oo integriren, ohne etwas Anderes zu 
erhalten als das obige dreifache Integral mit der gegebenen Grenz- 
bedingung. Das ergiebt also 

1 ( f f f^r /^^^«(S + ?« + c»)^ , , , , 
^JJJJ ^(^' ^' ^^ ~i dvdxdydz . 

— ao 

Bezeichnet man den Ausdruck 

30 

F»iP, y, «) = -^j Fix, y, z) sin v cos {^, + J* + $) w 7" 



00 



als Dichtigkeits-Function, so hat diese die Eigenschaft, für Punkte 
im Innern des Ellipsoids eine vorgeschriebene Dichtigkeit F{x, y, z) 
und für solche im Aeussem die Dichtigkeit Null zu geben. 

Darin, dass man in jedem Falle die Grenzen eines Integrals auf 
die einfachen constanten Werthe — oo, + ^^ f^r alle Variablen bringen 
kann, indem man einen discontinuirlichen Factor hinzufügt, beruht 
der einfache und fruchtbare Gedanke Dirichlet's. Es ist eigentlich 
eine Methode, mittels der Mathematik Unbequemlichkeiten zu beseitigen, 
die durch die Natur gegeben sind; und es überrascht, dass man dies 
durch rein formale Wegschaflfung soU erreichen können. Indessen 
bietet doch auch, zwar nicht die Einführung, wohl aber die Benutzung 
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j«Ä> Fjrtors BBiKlie Schwierigkeit, und es ist Dirichlet's Verdienst, 
iwee sikÄ Moirfieiikeit gelioben m haben. Sie bestehen nicht sowohl 
iiina. 'iiö& msMiL ^ibi ri^bches Integral statt eines dreifachen erhält 

• M • ' 

-fci> T^ifiawftr irai. dbfess eme Function von || + |^ + iL unter das 
I:L(ft!^ri4a^:&ai mit Wir kommen auf dieses Problem zurück. 

§ 3. 

Km iaan x&däee&s den discontinuirlichen Factor schon bei einer 
ii;r -futiSiiL'ästtü tüMerwott^agen verwenden, nämlich bei der Berech- 
:nxniC ÄS. bEoai^ «a!es^ gendSichigen Körpers, etwa eines Tetraeders, 
s^ ,AK$ Ä» äs^naeit lier LitcgTation von 

huxit vnfr U3M:tik»c^aii|p»i Toa der Form 

i^-\9-^^M<\ (i = l,2,3,4) 

4;t!^(hnt ^uni Ser winfc^ <e$ umsündlich sein, die Integrationsgreozen 
iXr r. ». j Ätt B^Byrfiy^iefcHchnngen entsprechend auszudrücken, wäh- 
7*^tn£ mutt >ft Btoctcrav OKiMres Factors eine im Innern des Tetraeders 
iwit ^^:?rta l. M: Aeifes»« d«i Werth Null ergebende Function erhält. 
tWufvü :ö« ufc? lÄlie^pr«kvi leicht zu bewerkstelligen, weil in den Inte- 
^cHttvnm :mi)^ A» Coeintts nur lineare Functionen von x, y, treten. 
yir -♦ VActdkWe wwrdiMi wir die Berechnimg des Rauminhaltes eines 
Am CvT^nÄesiifr «ifeä^juwchenden Gebildes in der nächsten Vorlesung 

Ks bt^ATt^m lÄ die«j^r Beiiehung noch manche Aufgaben der Er- 
Wi^iiu^; 5i*.* Uie IWtttwortung der Frage nach dem Volumen, welches 
t%v4 KU\|»^^kI^ jj^oieinsäun haben. Das dreifache Integral, durch 
%vicU^ ^iNtiöW^ \\\tttiiwii ttU;$gedrüokt wird, sowie die zugehörigen Grenz- 
^vUt^uu^vu Uäöihi 5iuich leicht hinschreiben; allein die Ausführung der 
Kvctuk^iu^ w^il U^he ^h^ discontinuirlichen Factors ist noch nicht ge- 

IV Unru'KUr^cKe Benutiimg des Factors bezog sich haupt- 
'*Ac4^lwh AUt U^ IVwf^eMu»^ des Potentials eines EUipsoids für einen 
bs^h^^^>^ IViitl dwt KäiumcsSv Bei den vor Dirichlet gelieferten 
tvXxH^^^u duvi^vi kV^tde«!^« dus in der Analysis eine bedeutende Bolle 
ll^>N^M\^ H^^v ^^ *^* d»* wir weiterhin noch eingehen werden, kam 
^u.^v|^^ HK'^I die ei^jfeMÜicKe Natur der Sache zum Ausdruck, als man 
«\^v«svtw^ vWm ini^erK^H - uud den ausserhalb des EUipsoids gelegenen 
|\^^lklv^ ^^IV4>«\'l^ei^)^^tl mu^e. Bei Einführung des Factors lässt sich 
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§4. 

Wir wollen den discontinuirlichen Factor jetzt zur Bestimmung 
der Coeffieienten einer Reihe durch den Werth desselben verwenden. 
Erwägungen^ die der Zahlentheorie angehören , haben zur Aufstellung 
dieser Reihe geführt. Wir werden so verfahren, dass wir eine gewisse 
Entwickelung mit unbestimmten Coeffieienten als möglich voraussetzen 
und die Bestimmung derselben dann durch Integrale liefern. 

Für das Folgende ist es bequem, die zu entwickelnde Fimction 
in die Gestalt zF{z) gebracht zu denken. Die Form der imendlichen 
Reihe sei durch 



00 



(4) zFizj^^tfe"^^ 

gegeben, worin die Ax reelle, positive, mit x wachsende Zahlen sein 
sollen; z mag complex = x -{- yi sein. Wir setzen hierbei die Con- 
vergenz der Reihe sowie die Möglichkeit gliedweiser Integration für sie 
voraus. Die betrachtete Reihe ist eine sehr allgemeine. Für er* = q> 
erhält man die Potenzreihen; für Ax = log(x+l) ergiebt sich 



= — ® -i- — -4- -* I 

eine sehr merkwürdige Reihe, welche von Dirichlet in die Zahlen- 
theorie eingeführt und neuerdings darin viel benutzt worden ist. 
Freilich haben bei ihm die c^ nur specielle Werthe, imd die Reihe 
tritt im Allgemeinen nur für die Fälle auf, in denen sich z von 
grösseren Werthen her der Einheit nähert. Später hat sich Riemann 
mit solchen Reihen beschäftigt. Herr Stiel tj es behandelte die Frage 
nach den NuUwerthen derartiger Functionen.. 

Bevor wir uns aber zur Bestimmung der Coeffieienten der Reihe (4) 
wenden, schreiben wir unser Integral (1) noch einmal in der Form 

1 (für CD > Ax) 

2 ( w fi' = Q (^ > 0) , 
( „ « < Ax) 

wobei (o sowie Ax positiv und reell sind. Multiplicirt man also (4) mit 



nij 



Z 



6"»' 



2„^ g~^^ (^»<o«<A« + i) 

imd integrirt von — oo bis + oo, so resultirt 
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—iji» dg 



(a;>0) 



yasB — 00 X=30 y__ — Qp 



n 

Durch Subtraction dieser Gleichung von der f ür n + 1 entsprechend 
gebildeten ergiebt sich bei Verminderung der Indices um 1 

Vi\r w «a füllt das zweite Glied in der Klammer fort. Ueberraschend 
ist OS, dass in (5) auf der rechten Seite die 1^ nur in der Gestalt der 
beigefügten Ungleichheit vorkommen. 

§5. 

Mit Hülfe der Formel (5) kann man die Reihe (4) als Doppel- 
intogral darstellen, und zwar leiten wir am besten (4) aus einer allge- 
nioinoren Formel her. Wir multipliciren c« mit einer noch unbestimmten 
Function X{Xh) von A, und summiren von n = bis n = oo. Dann 
(»rhalton wir eine Reihe 



H^it «=a_« x = « 



hoi wi^lcher die Cx die Entwickelungs-Coefficienten aus (4) bedeuten. 
Auch hier füllt für x = das zweite Glied der Klammer weg. Die 
Hununn rechts unter dem Integrale zerfallt demnach in 



QO OO 



2! e""' X(l.) -2«"'-''^(^«) 

x=sO r = l 



OO 00 



•2;e''''X{x;)-2;e''''X(l.+,), 



x»0 x=0 

und dadurch geht die letzte Gleichung in 






yzs —00 



i\\mr. Hai'/st man jetzt die zunächst unbestimmt gelassene Function 
XUn) alH diilerentiirbar voraus, so kann man 
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X(Q — X(A^+i) fxX<o)d<o 

in die letzte Formel eintragen und erhält 

2c.X{i;) = -2^-. F{0)^e'^^' XXio)dod0 (^> 0) . 

Nun war <0x nur der Bedingung unterworfen, zwischen Ax und Ax+i 
zu liegen. Denken wir uns das Integral nach g) als Grenze einer Summe 

so können wir den Exponentialfactor einem jeden einzelnen Summanden 
in der ilim angemessenen Form 

zuordnen; d. h. wir können einfach el"* unter das Integralzeichen ziehen. 
Ist dies geschehen, dann lässt sich die Summe der Integrale bilden, 
und so resultirt 

(6) ^ CxZ(Ax) 2^. fd(D fF{z)if^'X\io)dz (o; > 0) . 

Wir erinnern daran, dass die c die Entwickelungscoefficienten aus 
(4) sind, so dass (6) eine Reihe ist, welche durch Specialisirung in (4) 
selbst übergeführt wird, sobald man nur 

Z(o) = ^"f 
einsetzt. Dadurch ergiebt sich im Besonderen 

(7) Fit) = \^c,e-''^=^fda,fFiji)^('->^dg (a;>0). 

Ist 6=^S + iyi, 80 tritt als Bedingimg noch a; < 6 auf, weil sonst 
das Integral auf der rechten Seite nicht mehr convergent bleibt. 
Für kjt = log (x + 1) geht die allgemeine Formel (6) in 

^'cxZOog (x + 1)) = - ^JdmjF{z)if"X'{p)dg 

und diese, wenn man 
annimmt, in 
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ao 



H' 



1,^+« = — ^^Jd^JF(s)^'qf^" dz 



y=s— w 



über. 

Derartige Reihen kommen mehrfach in Dirichlet's Arbeiten vor. 
Auch aus (6) ist die Bestimmung der Goefficienten Cx möglich. Man 
setzt alle X(Im) => mit Ausnahme eines X^kn)^ und dadurch ergiebt 
sich unmittelbar r, . ^ 

Wir erkennen schon hieraus, dass bei diesen Reihen, die absolut 
eouTergent sein müssen, die Coefficienten eindeutig bestimmt sind. Es 
ist dies hervorzuheben, weil man überflüssiger Weise bei speciellen 
Functionen noch besondere Beweise gegeben hat. 

§0. 

Die merkwürdige Formel (7) führt uns wieder auf die Fourier'- 
schen Dop{^lintegrale zurück (vgl. die fünfte Vorlesung § 9); ja wir 
h;iibt!4i in v,^^ gewissermassen das Fourier'sche Integral für complexe 
Yturinble. In speciellen Fallen geht (7) geradezu in jenes Integral 
üIht. 'lX>rt hatten wir, weil es sich um reelle Functionen handelte, 
die i\^uus, wahrend hier die Exponentialfunction auftritt. 

Audrt^rseits stellt sich das Integral auch als Cauchy'sches Integral 
<)ar. Führen wir nämlich zuerst die Integration in Bezug auf o durch^ 
HO t^iitsieht 



r— » 



\\\\\\ UUH dor Bedingung x <l folgt, dass der Exponent f ür co = oo 
<MU(Mi uuondlioh grossen, negativen reellen Theil hat. Man findet daher 



SoUl \\m\ Htutt b\i) 

t 
^^\\\, uo Um luuu u\»oli schrtMben 
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^) - -JL r"^(l dB 

wo dann Torauszusetzen ist, dass G^(^) för positive, beliebig grosse x 
unter einer endlichen Grenze bleibt. 

Wäre die Integration auf der linken Seite von (8*) statt gerad- 
linig von a; + oo • i bis x — oo • i über den Umfang irgend eines ge- 
schlossenen Gebietes ausgedehnt worden, in dessen Innerem F{0) keinen 
Unendlichkeitspunkt besitzt, so würde die letzte Formel dem Cauchy'- 
schen Integrale entsprechen. 

Wenn wir also nachweisen, dass die Integration über einen Halb- 
kreis um je? = a; + • i mit unendlich grossem Radius von y = — oo 
bis jßf = -|- oo erstreckt, den Werth giebt, , dann steht die letzte 
Formel wirklich unter dem Bereiche des Cauchy* sehen Integrals. 

Wir woUen daher das Integral 



rzF(z)e^' 
J z(z — t) 




g(^— ^x)' 



über diesen Halbkreis erstrecken. Dabei haben wir 

z = X -{- Be^'^^' {x und B sind constant) 

zu setzen, und v ist von — "t ^^^ + "4 stetig überzuführen. Die 

Summe im Zähler des Integranden wird stets endlich bleiben, da die 
Reihe für zF{z) unbedingt convergent, also die Summe der c^ endlich 
ist, und da die Exponenten einen negativen reellen Theil haben. Der 
Nenner wird bei der Bezeichnung 

als absoluten Betrag den Werth 



.2 



YB^ — 2Bq co8 2(t; — a)^ + q' 

haben, und dieser Werth liegt zwischen iJ + P ^^^^ -^ — Q ^^^ wächst 
also mit wachsendem B zugleich über alle Grenzen. Endlich wird 

2nidv 



dlog 






Es muss sich daher mit wachsendem B der absolute Betrag des Inte- 
granden und damit auch das Integral selbst der Null nähern. Damit 
ist bewiesen, dass (7) auch als Cauchy'sches Integral aufgefasst werden 
kann und sich direct aus ihm ableiten lässt. Das zeigt wieder ^e weit- 
tragende Bedeutung dieses Integrals. 
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§ 7. 

Beginnt man bei der Integration von (7) mit dem inneren Inte- 
grale nach z und berücksichtigt die erste Oleichimg auf S. 220 

yss — oo 

SO geht (7), wenn man die Summe ^. Cx = 5^ der Cx, welche als dis- 



continuirliche Function von <o auftritt, mit !P'(o) bezeichnet, in 



00 

JF(g)=/V«t?F(o)rfcD 



über. Dieses Integral denken wir uns nun in partielle Integrale zerlegt, 
deren Bereiche von Xq bis A,, von A^ bis Ag, ... gehen. Dann wird 
W(a)) nach der obigen Formel für das erste den Werth Sq, für das zweite 
den Werth s^, ... haben; d. h. es entsteht 






wobei die 5 constante Werthe besitzen. Somit bricht unser Doppel- 
integral, wenn man zuerst nach js integrirt, von selbst in eine Reihe 
auseinander, während man das Cauchy'sche Integral erhält, wenn man 
mit der Integration nach cd beginnt. 

Von imserem jetzigen Standpunkte aus erklärt sich auch die am 
Schlüsse von § 4 hervorgehobene Thatsache. Wir sehen hier, dass 
die Ax als die UnstetigkeitssteUen der Function 



de 

y= — « 






erscheinen; und dies zeigt uns, dass wir viel mehr erhalten, als wir 
gefordert hatten. Wir suchten nur die Coefficienten c^ und erhalten 
ausser ihnen noch die Ax. 

Man sieht, dass die gewöhnlichen, nach ganzen Potenzen fort- 
schreitenden Reihen ein specieller Fall unserer Reihen sind. Dabei 
treten die ganzen Zahlen als die Unstetigkeitspunkte auf, und 6r~' ist 
gleich der Basis der Potenzen zu setzen. 
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§8. 

Wir wollen die letzten Betrachtungen am Beispiele derjenigen 
Functionen erläutern, für welche reeUe Entwickelungen nach Cosinus 
oder nach Sinus von Vielfachen des Bogens bestehen, nämlich an 



• ^ a^ cos ft„t; , i>{v) =^ 





9> (^) =^ «« <^os iinV , ilf{v) =^i K sin VnV . 



Dabei sei ^(0) =» 0, imd ft«+i>f*«; v«+i>Vn; alle f*, v sollen als 
positiv vorausgesetzt werden, die mit n ins Unendliche gehen. Mul- 
tiplicirt man nun q>{y) und ^(t;) mit den Factoren 

1 . dv ^ 1 dv 

— sm (ov — bezw. — cos (ov — 

n V n V m 

{ll^n<(0 < ftn+l) (Vn-l < O < V«) 

und integrirt dann nach v von — oo bis + oo, so erhält man unter 
Berücksichtigung der Gleichung (3) aus dem ersten Paragraphen 



• n 



n J ^(^) ^^^ ^^ v' ^ ^ ^* (f*« < fi> < f*it+i) 



-» 

und 



n J ^^^) ^^® ^^-^ = ^^x (Vn-l < 6) < Vn) . 

Dabei setzen wir die Convergenz der Reihen auf der rechten Seite 
voraus und woUen im Folgenden der Kürze wegen 

schreiben. Weim <5|(v), ^i(v) beliebige Functionen bezeichnen, dann 
wird 

1 0^{(D)d(o I 0(v) shivadv = {% + «i + ••• + «a-i) / <Pi(co)rfGj, 

*a +00 ♦a 

-^ / ?F,(a))rf(D / g^(i;) cos rocZt; = (pa + 6a+i ^ ) / W^{(o)d(o . 

Summirt man von a=l bis a=r, und fügt noch die von bis jm^ 
bezw. Vq genommenen Integrale nach g) hinzu, dann entsteht 

K roneck or, Integrale. 15 
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— I dv I 0(t')Oi(G}) sinvadcj = ^, ttx 1 0i(a))(i», 

— 00 fi^ 

— QO ® 

Wenn insbesondere 

01 (cd) == sinMo, ^i(<») = cosMco 

isty dann wird das erste Resultat^ falls man zugleich r ins Unendliche 
gehen lässig folgende Gestalt annehmen: 



00 00 



— / rft; / <P(t;)sint;a} smuadfo = — lim ^ ax(costiftr — costifi») - - 

^a^coafi^u ^ cos ufi^ 

und da nach der Voraussetzung 



ist, so giebt dies 

I dv j 0{ij) sinvo smumdo = 0(ii). 

— 00 

In gleicher Weise folgt aus der zweiten Zeile dieser Seite 

* * 00 . 

— I dv I W{v) cosvco cosuado) = y^, ^» = W{u) . 



-00 Q * = 



Weil femer sin v© • sinuo und cosvco • cost^o gerade Functionen von 
0) sind, so können wir die Schlussbemerkungen aus Vorlesung 1, 
§ 6, V benutzen, und ihnen zufolge 

+ 00 

27r0(u) == / j 0{v) sinva smuadcodv^ 
und 



00 

+ 00 



2xW{u)= I I W(v) cos VCD cosu(D(2(De7i; 



— x> 



schreiben. Den Annahmen gemäss, die wir durch die Darstellung von 
(p(v) und ^(v) gemacht haben, ist 0(v) eine ungerade und ^(v) eine 
gerade Function, und daher sind 0(i;) cosvo, ^(t;) sinticD ungerade 
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Functionen von v. Nach den eben angeführten Bemerkungen der ersten 
Vorlesung ist also 

-|-oo 



0=11 0(v) COSf G> cosuodcDdVy 



CO 

+ 00 



— / f ^{v) sin VCD sinucDdiodv , 



• 00 



und die beiden vorhergehenden Formeln gehen durch Addition mit den 
entsprechenden beiden letzten, in 

2«0(w) = / / ^(v)eo3(u — v)(odvd(o 
und *^^ 

2ä W(u) '^ I I ^{v) cos (w — v)(odv dco 



— ao 



über. Durch Addition dieser beiden Gleichungen kann man die Be- 
schränkung, dass O ungerade und W gerade sein muss, beseitigen. 
Setzen wir 0(u) + ^r(u) = F(u), 

so wird ^.00 

27t F(u) ="11 F(v) cos (u — v)(odvdci} . 



CO 



Dadurch sind wir direct auf das Fourier'sche Doppelintegral zurück- 
gekommen. 

Integrirt man hierin zuerst nach a, so wird die reclite Seite 



00 



= bm 2 / F(v) -,V:iv ^^ > 



X 



also zum Di richle tischen Integrale. 

Integrirt man dagegen zuerst nach v, so kommt 



00 X 



I do f F(v) cos (u — v)(odv 



— 00 » 

00 00 

^ ** 00 



= j d(o I {^ »x cos fixV +^. 6x sin VxVj cos(w — t;)® — 



— <x) X 

heraus. Das innere Integral zerfällt dabei in 

* X * « 



/sin 1« 00 ^^ , , /coswcoStT, _ 

- ^ «x COS fix V sm v oj at; + I ^, ^* sin v^v cos vadv. 



_35 X = _30 X=ü 



lo 



.-»♦ 
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deun die weggelasseneu Glieder geben Null, da ihr Integrand eine un- 
gerade Function ist. Hier können wir nun wieder die Formel (3) des 
discontinuirlichen Factors anwenden. Ist | a> | < f*x, dann verschwindet 
das erste Integral; ist | c} > Vx, dann verschwindet das zweite Integral. 
Danach entsteht für das Doppelintegral unter Berücksichtigung der 
am Anfange des Paragraphen gemachten Annahme, dass ^a. -= ist. 



• .• « .."'' 



2 ^, I do • a^n sinuc? + 2^^ / da • 6^» cosuo 



00 00 

* Ü 

p. OO 00 

•-0 



«x cos fix w +^^ 6x sin i/xU . 



So l>ri(*lit also auch hier das Integral in einzelne Theile auseinander. 
DasH alle diese Entwickelungen von einem gemeinsamen Centrum 
auHgohoii oder dahin zusammenlaufen, konnte erst bei der Ausdehnung 
d«»r Hotraohtungen auf zweifache Integrale gezeigt werden. Aber auch 
auf Hw können wir uns nicht beschränken; wir müssen zu mehrfachen 
liitt^grultMi üborgehen, und dies soll in der nächsten Vorlesung ge- 
Hrlirlitni. 
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Mehrfache Integrale. — Transformation bei dreifachen Integralen. — Auffassung 
mehrfacher Integrale als Grenzwerthe mehrfacher Summen. — Transformation n- 
facher Integrale. — Beispiel. — Historisches. — lieber Elimination. — Volum- 
berechnung des allgemeinen Prismatoids. — Eul er 'sehe Integrale. — T-Fimctionen. 
— Berechnung verschiedener Volumina. — Fundamental - Eigenschaften der F- 

Functionen. — Gauss 'sehe Productformel. 



§ 1- 

Wir beginnen unsere Betrachtungen über die mehrfachen Integrale 
mit der Transformation dreifacher Integrale. 

Wir wollen von folgender Definition ausgehen: Es sei 

(1) J fix, y, z)dxdydz = J 
diejenige Function von x, y, z, für welche die Gleichung 

dxdydz ^ f^^' y^ ^^ 

gilt. f(x,y,is) soll eindeutig und stetig sein. 

Wir nehmen an, dass die Integration mit z beginnt, dann nach y 
und endlich nach x durchgeführt werde. Entsprechend wollen wir auch 
die Transformation des Integrals zuerst nach z vornehmen. Unsere Ab- 
sicht ist es, an die Stelle der drei Variablen x^y^z drei andere 5, i?, S 
einzuführen. 

Dabei setzen wir fest, dass 

(2) x^q(^,ri,t)y y = H^yV,Oy ^ = x(^>V,t) 
eindeutige Functionen von 5, ?/, g seien, die so beschaffen sind, dass 
auch umgekehrt zu jedem reellen Werthsysteme von 6, iy, 5 nur ein 
reeUes Werthsystem von a;, y, z gehört - wenn auch nur in gewissen 
Gebieten — ; dass also in diesen Gebieten gegenseitige Eindeutigkeit 
des Entsprechens der Werthe-Tripel stattfindet. 

Betrachten wir jetzt z als Function von x, y, g, dann können wir 
immer noch die Gleichungen (2) als gültig ansehen; aber von diesem 
Gesichtspunkte aus sind g imd i^ nur Vermittler des Abhängigkeitsverhält- 
nisses zwischen Xy y, z und x, y, g. Wir haben dann nur das einfache 
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Integral nach z zu transformiren; und dies geschieht vermittels unserer 

früheren Methoden. Wir müssen dz durch ^ ^ d% ersetzen imd also die 

partielle Ableitung von z nach g bestimmen ^ wobei natürlich x und y 
als Constanten zu gelten haben. Dabei entsteht durch Differentiation 
nach % aus (2) 

* ' = ^1 p> + 9i ?ry + 93 ? 






dl 
dri 



= ^i>-j + ^2^ + ^3; 



dz 



as 






worin, bei ähnlicher Bezeichnung wie wir sie früher gebrauchten, 






sein soll. Dieses Gleichungssystem liefert 



dz 
H 



9l 9^2 ! 
^1 ^2- 



und mithin wird zunächst 



9i ^t 93 

^1 ^2 ^8 

X\ Xi Xz 



J=JdxdyJf{^,^a)\^^ ^2 ^^l^ß^:^^ 



Xi Xi Xs 

Von den Determinanten ist hier, wie früher, nur der absolute Werth 
einzutragen. Die in f und in die Determinanten eintretenden Grossen 
5 und rj spielen lediglich eine auf (2) gestützte Vermittlerrolle. 

Der weitere Thcil der Aufgabe ist nach Veränderung der Inte- 
grationsfolge die Transformation des zweifachen Integrals 

9i 92 93 

f(9y^>x) *i *2 *3 
Xi Xi Xs 



/' 



dxdy 
9i% — qPs^i 



mittels der beiden ersten Gleichungen von (2), in denen jetzt g als 
Constante aufzufassen ist. Diese Aufgabe haben wir schon gelöst (^ Vor- 
lesimg 2, § 5). Benutzt man das dabei gefundene Resultat, so erhalten 
wir als Endresultat für unsere Transformation 



"Jf{ffA^,x) 



9l 92 93!' 

^i ^i ^3 [dldi}dt 



Xi Xi Zn 
Zu beachten ist, dass von der Determinante nur der absolute Werth 
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auftritt und ferner, dass dieselbe nicht verschwinden darf. In diesem 
Falle wären nämlich die drei Functionen <Pf t) X ^cht von einander 
unabhängig. 

§2. 

Bei unseren Betrachtungen wurde vorausgesetzt, dass es wirklich 
eine Function J = F{Xy y, z) giebt, die der Forderung 

genügt. Ist dies der Fall, dann nähert sich die dreifache Summe 

dem Integralwerthe eT, wenn man alle Intervalle immer kleiner werden, 
und die Summation in ähnlicher Weise wie bei den einfachen und den 
zweifachen Integralen über das ganze Gebiet der Integration sich er- 
streckeh lässt. Dies würde bei constanten Grenzen die einfache Dar- 
stellung ai bi Cx 

(4) "^^J ^^^J ^^J ^^ f^^' y^ ^^ 

Oq ^0 ^0 

entsprechend der früheren Schreibweise geben. Der Beweis für die 
Behauptung einer solchen Annäherung ist dem, bei den einfachen Inte- 
gralen gegebenen ganz analog. 

Die Definition des dreifachen Integrals haben wir auch hier nicht 
aus dem Grenzwerthe der Summe entnommen, da über seine Existenz 
ohne besondere Voraussetzimgen nichts bekannt ist. Ist ein solcher 
Grenzwerth aber vorhanden, dann kann er allerdings in allen Glei- 
chungen an die Stelle des Integrals gesetzt werden. 

Hat man keine festen Grenzen, sondern als Integrationsbedingung 
für die Festlegung des Gebietes nur die Ungleichung 

(4*) F,{x,y,B)<Q, 

welcher die drei Variablen zu unterwerfen si»d, dann kann man bei 
der für das Integral zu setzenden Summe nicht mehr wie in (4) die Aus- 
dehnung der Sunmiation für die einzelnen Variablen bestimmen. Das 
einfachste Auskunftsmittel scheint hier die Einführimg neuer Variablen 
^, 17, g zu sein, durch die das neue Gebiet ein Parallelopiped wird; das 
würde also eine Abbildung des Gebietes (4*) auf das Parallelopiped 
sein. Allein das ist nicht inmier der bequemste Weg; es liegen in der 
passenden Wahl der Functionen ^>j ^, % manche Schwierigkeiten. 

Häufig gelangt man durch die Diric hie tische Methode des dis- 
continuirlichen Factors, dessen Gebrauch in der letzten Vorlesung 
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angedeutet wurde, zum Ziel. Wir gehen in § 5 genauer darauf ein und 
werden, da sich die Aufgabe, an der wir es zeigen wollen, ohne Mühe 
auf n-fache Integrale übertragen lässt, die Behandlung gleich in diesem 
Sinne durchführen. Dazu muss jedoch erst die Umformung n-facher 
Integrale bei der Transformation der n Variablen, analog derjenigen 
bei zwei- und dreifachen Integralen gezeigt werden. 

§3. 
Wir denken uns in dem ähnlich definirten n-fachen Integrale 

J = j f{z^y jSf^, . . . Zj^dZidz^ - . . dzn 
zuliächst im Innern das einfache Integral 

fi^i) ^2} ' ' • ^n)dZn 



ß 



abgesondert und führen hierin für z^ die neue Variable 5„ ein, welche 
durch die Gleichungen 

Zx = 9x(5i, S2; • • • tn) (x = 1, 2, . . . n) 

mit den z verbunden ist. Es sollen dabei wieder die. z eindeutige 
Functionen der 5, und die g eben solche der z sein; d. h. wenigstens 
innerhalb gewisser Gebiete soll jedem Werthsystem Zif..,Zn nur ein 
Werthsystem g, , . . . g„ entsprechen und umgekehrt. Zn ist zunächst als 
Function von z^, z^j . . , Zn—iy U zu betrachten, und daraus ist 

ZU bestimmen. Bezeichnet man die partielle Ableitung 

so folgt für A = 1, 2, . . . M — 1 

und femer ist 

denn im innem Integrale gelten z^y z^, . . . z^-i als constante Grössen. 
Aus diesem Gleichungssysteme resultirt dann 

^ !>.*] /t, Ä = 1,2, . . .n \ 

^£n^\^,H\ \gyh=l,2,,.,n-l)' 

und daher 
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"Pik ;, 



J=» j dZi ' " dZn^idinf((Pi, . . . 9«-i; 9>n) 



!! 9^.*! 

wo die <p als Functionen von z^, z^, , , . Zn—\jin aufeufassen sind. 

Nun benutzen wir den Schluss von (« — 1) auf n, indem wir an- 
nehmen^ was in den Fällen n »s 2 imd n =» 3 schon bewiesen ist^ dass 
ein (w — l)-faches Integral 



/ 



dZi- " dZn^ig(z^y . . . Zn-^l) 

durch die Substitution 

Zx = ^x(Su • • • 5n-l) (X = 1, 2, . . . M — 1) 

in das Integral 

umgeformt werde. Führen wir in der letzten Form von J die Inte- 
gration nach in all letzter Stelle durch und setzen 



^x(Sn • • • Sn-i) = 9x(?u • • • S»-i; S*i); 
wobei gn als constant anzusehen ist^ dann entsteht das Schlussresultat 

J= I dZi' ' dZnf{Zyy . . .Zn) 

(5) . -^ 

= / rfgi • • • dinfi^i, . . . 9^n) >.jfc • (i, Ä = 1, 2, . . . w) . 

Die Eindeutigkeit der Transformation verlangt wieder, dass die Deter- 
minante im ganzen Integrationsgebiete von Null verschieden sei. 

Wir wollen noch bemerken, dass unter der Voraussetzung der 
Existenz einer Function, welche der Gleichung 

genügt, die n- fache Summe 

n 

^ f(' • '7 ^^ 2A<+1 > • • • )j[ 1 (^', 8A< + 2 ■"■ ^t, 2O 

sich dem obigen w-fachen Integrale nähert, wenn die Abstände 

immer kleiner gemacht werden, und die Summe stets über alle Theile 
des Integrationsgebietes erstreckt wird. 
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§4. 
Ein Beispiel möge die TnmsformatioiiBformel erlüutem. 
In 

j'f(r)d,,d!,--d,. (.2'',<q') 

bedeute r den Ausdruck (^^t)*, und die lutegration erstrecke sich 
über alle Systeme 2, für die r<Q ist, d. h. also Aber das Volumen 
einer n-fachen sphäriscben Mannigfaltigkeit. Wir führen n neue 
Veränderliche r, w,, «j, . . . ««^i durch die Gleichungen 



'■»*; 2"*^= 



(k = 



■ ») 



ein. Dabei geht r von bis g, und u, ist durch die Summengleicliung 
bestimmt. Man findet durch Differentiation 

dst = rdti» + Utdr (ä; = 1, . . . »^ 1), 

dz, r [-i^ -I 1 -^~) + «"'*»■ ■ 

Die FuQctionaldeterminante | 9,1 { wird dabei 

jui, r, 0, ... i w,, r, 0, ...0 

I«,, 0, r, ... I |»i, 0, r, ...Ol 

Im,_,, 0, 0, ... r 1^ «,_,, 0, 0, ...r' 



:2< 



0, ...0 



und also wird • tpn !. zu — - ■ Unter Benutzung dieses Werthes folgt 
für das betrachtete Integral das Transformationsreaultat 



j'-'l\r).lrj- 



(? 



»f < 1 



oder, wenn wir das von f unabhängige letzte Integral, welches in den 
Fällen n == 2 und 3 zu 2x bezw. 4» wird, mit SS bezeichnen, dann re- 
ducirt sich das obige /i fache Integml aui' das einfache 
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Ueber die Bedeutimg von BT vergleiche man den § 7 der fünfzehnten 
Vorlesung. Hier sei nur daran erinnert, dass bei der Berechnung des 
Integrals die Vorzeichencombinationen der Uk zu berücksichtigen sind. 



§ ö. 

Die ganze Deduction des dritten Paragraphen ist von Jacob i 
in der Abhandlung „De determinantibus functionalibus" (Werke III 
S. 393 — 438) zum ersten Male begrifflich imd rechnerisch formal ab- 
geschlossen gegeben worden. Für dreifache Integrale hatte bereits 
Lagrange die Transformation durchgeführt; aber der BegrifiF und das 
Wort Functional-Determinante treten erst bei Jacobi auf. Die 
Englander gebrauchen zur Bezeichnung dieser Determinante häufig den 
Ausdruck Jacobian. In Jacobi's Aufsatze ist nicht beachtet, dass 
bei der Transformation der Integrale immer nur der absolute Werth 
der Functionaldeterminante eine Rolle spielt, weil nämlich die Reihen- 
folge der Integration einflusslos sein muss. 

Bei der Herleitung, wie sie bei Jacobi steht und in die meisten 
Lehrbücher aufgenommen ist, muss man femer beachten, dass die 
Möglichkeit der Elimination der Variablen aus den gegebenen Glei- 
chungen vorausgesetzt ist. Jacobi drückt sich einmal direct so aus, 
dass man g^, g^; • • • Sn— i eliminiren könne. Eine solche Voraussetzung 
ist aber nicht immer statthaft (vgl. Grelle 's Joum. f. d. r. u. ang. 
Math. Bd. 72 „Bemerkungen zur Determinantentheorie'' ü, § 2). Denn 
es giebt Beziehungen zwischen Grössen, welche durch Beziehimgen zu 
andern Grössen vermittelt sind, und bei deren Definition eine solche 
Vermittelung unvermeidlich ist, d. h. also, es giebt Fälle, in denen 
eine Elimination nicht angeht. Dies zeigt das folgende einfache Beispiel: 

X = sm2t7C, t/ = sin2a^Ä, 

worin fOr a irgend eine beliebige Grösse gewählt sein darf. Durch 
die beiden Gleichungen wird sicher ein Abhängigkeitsverhältniss zwischen 
X und y festgestellt, und zusammengehörige Werthepaare lassen sich aus 
trigonometrischen Tafeln entnehmen. Geben wir nun dem t eine Reihe 
von Werthen t, ^+1, ^ + 2, .., dann bleibt x dabei ungeändert, 
und wenn a eine rationale Grösse mit recht hohem Nenner ist, so ge- 
hören zu diesem x sehr viele Werthe von y; ist a irrational, dann 
können die Werthe von y jeden beliebigen echten Bruch erreichen. 
Wollte man einwerfen, dass streng genommen nur eine beliebige An- 
imherung an jeden beliebigen Werth möglich sei, so wäre zu erwidern, 
dass von einer andern als einer angenäherten Berechnung bei diesem 
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Beispiele überhaupt ebenso wenig wie etwa bei der Berechnung eines 
willkürlichen Integrals die Rede sein kann. Die Vermittelung durch t 
ist eben unvermeidlich, und die Elimination 

f/ = sin [a arc sin x] 

ist lediglich als eine formale Wendung und ein Ausweichen anzusehen. 

Das sind Ueberlegungen, die geeignet sind, ihre Schatten auch auf 
andere Gebiete zu werfen und z. B. die Frage zu berühren, ob man ein- 
zelne AbeTsche Integrale umkehren solle oder nicht. Herr Casorati 
hat sich eingehend mit dieser Frage beschäftigt (Comptes rendus 1863, 
Decembre; 1864 Janvier; Milan 1885 u. s. w.), und glaubt sie im Gegen- 
satze zu Jacob i bejahend beantworten zu müssen. Das sind aber 
lediglich Wortkämpfe. In der Mechanik treten freilich solche Forderungen 
auf, aber da liegt, wenn der Integralwerth gegeben ist, auch kein 
Zweifel vor, weil es sich eben nur um reelle Werthe handelt. Die Frage 
ist jedoch bei theoretischen Erörterungen die, ob es denn auch zu 
wirklich schönen Resultaten kommt? Von diesem Gesichtspunkte aus 
hat Jacobi, der herkulische Analyst, sie auch angesehen; und deswegen 
hat er auf die Behandlung der Umkehrung der einzelnen Integrale ver- 
zichtet imd sich lediglich mit der Umkehrung von Systemen solcher 
Integrale beschäftigt. Ja, diese Fragestellimg ist gerade als eine seiner 
Meisterleistungen zu bezeichnen. 

Unsere Ableitung der Transformation hat sich von dem Begriffe 
der Elimination frei gehalten und nur die vollkommen correcte Ver- 
mittelung des Abhängigkeitsverhältnisses durch die gj, ...J;«__i zu Hülfe 
genommen. 

§6. 

Wir wollen jetzt die in der vorigen Vorlesung angekündigte, hierher 
gehörige Aufgabe lösen, den „Inhalt" des Gebildes im Gebiete von n 
Dimensionen zu bestimmen, welches dem Tetraeder im Räume von drei 
Dimensionen entspricht. Das bedeutet, der geometrischen Anschauung 
entkleidet, die Berechnung des Integrals 



/ 



unter den w + 1 Grenzbedingungen 

C.0 + CnXi + diXi H h CinXn > (* == 0, 1, 2, . . . ») . 

Führt man die n Functionen 

§* = Cko + CklXi H h (^knOCn Qc = 1, 2, . . . tl) 
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in das Integral ein^ so geht dies in 

^J'd^^...dU (i,A = l,2,...n) 

mit den w + 1 Grenzbedingungen 

^00 + ^01^1 H h <^nXn > 0; ik>0, (* = 1, 2, . . . n) 

über, deren erste wir durch die Einführung der | in die Form 

C^o + Cili + • • • + C,|, > 

gebracht denken können. Natürlich ist dabei vorauszusetzen, dass | C/a 
von Null verschieden ist. Wir führen mittels der Gleichungen 



ei = 



Co 



eine zweite Transformation durch. Dann verwandelt sich das Integral in 



^0 



j dz^dz^ . . . dz^ (p, 2 = 1; 2, . . . n) , 



und die letzte Bedingimg für die S in 

^1 + ^« H h ^1. < 1 • 

Wir setzen femer voraus, dass alle Systeme der x und damit auch 
diejenigen der S, welche dem Integrationsgebiete angehören, nur end- 
liche Coordinaten haben. Von den | steht also fest, dass sie positiv 
sind imd der Beziehimg 

genügen; umgekehrt gehören alle Systeme (§), deren Coordinaten diese Be- 

dingungen erfüllen, zum Integrationsbereiche. Wäre nun etwa — -^ ne- 
gativ, dann könnte man ^, beliebig gross positiv wählen und dazu ein 
System (S) des Integrationsbereiches bestinmien. Dies muss nach unserer 
Annahme vermieden werden; also müssen alle Coefficienten in der 
Elanmier negativ sein, und es sind denmach alle Zi positiv. 

Der Quotient, mit dem das letzte Integral multipUcirt wird, ist 
offenbar positiv zu nehmen; deswegen haben wir ihn in die Vertical- 
striche eingeschlossen. Diesen Bruch wollen wir jetzt durch die c^x 
ausdrücken. 

Es bezeichne dk das reciptoke System der c,*, so dass also 



» 



2^ CikChi = ähk Qh A; = 1, 2, . . . n) 
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und 

n n 



Xu 

t,T=l f = l 



wird. Dann haben wir als Bedingung för die % die Ungleichung 



n 

%M +^ CoaCa,(S. — c,o) > 0, 



und es ist folglich 

n 

H t=l 



Q ^ 



^00 "^ ^1 ^Oi^Af^.O 



Zähler und Nenner dieses letzten Ausdrucks lassen sich noch umwandeln. 
Entwickelt man die Determinante jcp^ (j), g = 1, 2, . . . w) nach den 
Elementen der Ä**° Zeile, so entsteht, da Ckh\Cpq die Adjuncte von 

n 



^/'vl ^"^ Ca*(<j;ä|CpJ) .(*,!>,«= 1,2,. ..w), 



und ersetzt man hierin die Elemente c^i, durch die entsprechenden r^i, 
HO kommt 

n 

iSl ('hP>Q =--1,2,...» \ 

Vi = 1 , 2, . . . Ä — 1, 0, A + 1 . . . n' 



*77i I "py ' 



h(TuuH. Dadurch ist die Umformung des Zählers gegeben. 
Multiplicirt man ferner den Nenner 

n 

^0 ^^ ^00 ^1 CokCki^iO 

Jfc,« = l 

mit \('pg\ (j), 7 = 1, 2, ... n), dann geht das Product 

n 

^K) ki»9 I = ^00 I <^pq \ — ^ Co*c,o(. Cp^ I Ci,), 

weil die letzte Klammer die Adjimcte von c,k enthält, in die einfache 

Doterminauto 

(Vi ; (^r, 5 = 0, 1 ; . . . w) 
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über. Somit ergiebt sich für das ganze Integral die Darstellung 
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(6) 



I dx^dx^ . . . 



dXi 



rt 






I dz^ dz^ . . . dZf 



Pk9 



n n 

«, r, s ■= 0, 1 , . . . n 

Pk •= 0,1, . . .k — l,k -\- 1, ...n 

,q, p„ = l,2,...n 



Die gestellte Aufgabe ist also durch (6) auf die Berechnung des 
Integrals 

/ dZidz^ ,..dZn [zk > 0; ^ Zt < 1 j 

reducirt worden. Nach dem Vorgange von Dirichlet können wir 
gleich ein allgemeine|[es Integral behandeln , näjnlich 

/, n n n 

er-P^ ZiJJ^ ek^-'dgt U>0; ^ZkKh p,qk>o) . 

11 1 

Hier darf jedes der Zk höchstens von bis 1 gehen. Um diese Be- 
schränkung zu beseitigen, und um die zweite Integrationsbedingung 
unter das Integral selbst zu bekommen, könnten wir dasselbe mit dem 
discontinuirlichen Factor multipliciren, welcher durch die Gleichung 



M Sii cos (2 ».«')■*'' - 



(2'.<') 



1 

n 



(2'»*>i) 



geliefert wird. Wir entnehmen statt dessen aber lieber aus der drei- 
zehnten Vorlesung § 1, (3*) die allgemeinere Formel 



oo 



n 



lim / e~" ° cos i^ ^*v) dv = 



(i;.*>i) 
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und bilden den Ausdruck 

n 

/—p ^^ tu w 1» n 

e * ]j[^k^^''^^^ e-'^'cosyv^ 0k)dvYJdzty 

den wir dadurch handlicher machen, dass wir statt des Cosinus die Ex- 
ponentialfunction einsetzen: 



00 



lim - f ( 







Wenn man nun durchmultiplicirt und die Exponentialfunction in 
Factoren zerlegt, dann handelt es sich bei den Integrationen nach jedem 
der Zk, welches wir dabei durch t ersetzen, um Glieder von der Form 



ß 



e t dty 





und dabei können wir uns auch noch auf die Betrachtung des einen 
Werthes p + v i beschränken. Dieses Integral gestalten wir durch die 
Einführung z = {p '\' v{)t m: 



f 



X 

— l 



e"-V-'d5 



(p + vir 



um und benutzen für seine Berechnung den Cauchy 'sehen Satz. Wir 
integriren von a;= 4"^^; y = längs der reellen Axe bis in die Nähe 
des Nullpunktes x = a, y = 0, von da auf einer Parallelen zur F-Axe 

bis zum Punkte sA-tii. dem Schnitt- 

j punkte mit der Geraden =^p t-^-vti 

y' 1 und auf dieser entlang ins Unend- 

y^ ; ! liehe; dann schliesslich, wieder pa- 

v/^ I rallel der F-Axe, zum Ausgangs- 

y^ I punkte zurück. Da der Integrand 

für keinen Punkt des umschlossenen 
Gebietes unendlich gross wird, so 
ist die Summe der Integrationsresul- 
tate gleich Null, und da ferner der Integrand für unendlich grosse Werthe 
von z mit positivem x zu Null wird, so liefert das dritte Integral, 
welches über die unendlich ferne Gerade erstreckt wird, auch Null. 
Die Integration über die in der Nähe des Nullpimktes von jEf «= « bis 
;2: = 6 + 1^1 gehende Strecke ergiebt, weil e~' daselbst durch Verringerung 
von £ dem Werthe 1 beliebig nahe gebracht werden kann. 



2^=^ ^=1^:. i 
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Da q hier positiv ist, so wird mit rj auch der Werth dieses Integrals 
nach Null convergiren. 

Somit bleibt nur das über x=pt, y = vt erstreckte Integral 
nebst dem längs der X-Axe genommenen übrig, und es wird, wenn 
man für x = s zur Grenze Null geht, 



00 00 



le-'^-*de = * — I e-*afl-^dx (p,q>0). 

-vifJ {p + vtyJ \r,'±^ I 



(P+ .„ 



§8. 

Das Integral auf der rechten Seite hat von Legendre den Namen 
des Euler'schen Integrals zweiter Gattung und die Bezeichnung 
r(€i) erhalten. Gauss hat für dasselbe eine andere Bezeichnung ge- 
braucht, aber wir schliessen uns hier, wie Dirichlet, an Legendre an. 

unter Verwendung des Buchstabens F wird das Integral, von dem 
wir ausgingen, 

n 



n " 



Falls eins der g keine ganze Zahl ist, muss die Potenz von y} -\- vi so 
bestimmt werden, dass 



(p + t7i)? = O' + v^)^ 



xq arc tg -^- 



wird, und dabei ist der Bogen zwischen — y und + - zu nehmen. 

Das folgt aus der Betrachtung des bei der Integration eingeschlagenen < 
Weges. Die Gerade ;ßf = (|) + t?i)^ musste rechts von der lateralen 

Axe vom Nullpunkte aus ins Unendliche gehen. Es liegt also arc tang — 

d. h. der Winkel, den diese Halbgerade mit der reellen Axe bildet, 

zwischen + "t ^^^ — V ' Aehnliches gilt für die Potenz von j} — vi . 

Kroneoker, Integrale. 16 
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Dirichlet hat bemerkt, dass die rechte Seite der obigen Integral- 
Ibrrnel ungeändert bleibt, wenn man das w-fache Integral links durch 
ein ähnlich gebildetes einfaches ersetzt, in welchem nur Zq an die 
Stelle des q tritt. Denn man hat ja als Specialfall die Formel 



n 



I e-P'e ' de 



O 



Dividirt man die erste der beiden Integralformeln durch diese zweite, 
dann kommt als Schlussresultat 

heraus. 

So liisst sich also das M-fache Integral als das Product eines ein- 
fachen Integrals mit einem Quotienten aus T- Functionen ausdrücken. 
Nimmt man die F-Functionen als bekannt an, dann ist hierdurch das 
w-fache Integral auf ein einfaches reducirt. 



§ 9. 

Für besondere Fälle gestaltet sich das Resultat viel einfacher. Sind 
alle q gleich 1, so ergiebt sich unter Berücksichtigung der Formel 



00 

r(l)^ je"dx = l 





das Resultat 

n 



OD 



e 1 dz^...dz^ = y-^ j(r-P'z'''-^dz 
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Durch fortgesetzte partielle Integration des Integrals rechts erhält man 
die Darstellung der linken Seite in die Reihe 

pr(n)V^ p ^ p' ^ ) 

, Ist ?x = 1 (x = 1, 2, . . . n), und femer l? = 0, dann folgt aus (8) 

1 

und der Werth von F(w) ergiebt sich wieder durch partielle Inte- 
gration aus 



00 



r{a + n) = I €r'af'+''-^dx = (a + n — l)r(a + n — 1) 



als 

r(n) = (n- l)r(n — 1) = (w — 1)! r(l) = (n — 1)! . 

Es wird also schliesslich^ und damit erhalten wir die definitive Lösung 
der Aufgabe des sechsten Paragraphen, 

(9) / dz^ds^ . . . d^« = ^ \^Zk> 0, ^ Zk < 1 j . 



§ 10. 

Wir kehren jetzt zu unserer allgeraeinen Integralformel (8) zurück 
und specialisiren sie in der Art, dass wir p gleich setzen, die q da- 
gegen allgemein lassen; dann entsteht 

1 r» / 



(10) ^." r(^3,)^g, r(i + ^g,) 

Führt man hier die Integration links in Bezug auf eine der Variablen, 
etwa auf Zn aus, so entsteht 

10* 
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ßr' ■ • • ^V~'(l -0^ 'n-lT'^"! • ■ • ^",-1 



n 



(U) _,^^ 



•(.+ä) 

wobei die Zk alle positiven Werthe durchlaufen^ für welche xfj + ' * * 
+ 0n-i < 1 ist. 

Es ergiebt sich insbesondere für n = 2 

1 • 



hierbei sind die Grenzbedingungen bereits durch die Grenzen des 
Integrals richtig ausgedrückt. Die letzte Formel nimmt in anderer 
Schreibweise die bekannte Gestalt an: 

1 
(12) ^^-.(l-,),-!^,^^^ {p,q>0). 



Man hat dies Integral das Euler'sche Integral erster Gattung 
genannt und mit -B(/>, q) bezeichnet, während r(j)) das Euler'sche 
Integral zweiter Gattung heisst. Da aber die Function B mittels (12) 
auf r reducirt werden kann, so genügt die Einführung von einer der 
beiden Functionen; und als solche wählen wir, wie dies gewöhnlich ge- 
schieht, F(p). 

§ 11. 

Die Formel (10) lässt sich zur Berechnung einer ganzen Reihe 
von körperlichen Inhalten benutzen. Wir setzen 

und erhalten dann aus (10) 
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und für r* = 1 

Das giebt den körperlichen Inhalt eines Gebietes^ welches von der 
(n — 1)- fachen Mannigfaltigkeit 



m 



lind von den ebenen Mannigfaltigkeiten , welche den Coordinaten-Ebenen 
entsprechen, begrenzt ist; dabei ist der Theil mit nur positiven Coordi- 
naten zu wählen. Im Falle n = 3 und a« <» 2 erhält man ein von 
den Flächen 

(?)* + (?)' + (?)'= 1; a:, =0, a;, = 0, a^ = (x,>0) 

1 S 3 

umschlossenes Gebiet, also einen EUipsoid-Octanten. 

Als weitere Specialfälle seien noch folgende aufgeführt, 
a* = 4 giebt 



n 



(-»•i(3)*-) 



für n =3 3 erhält man daraus weiter 






um also das von der gesammten Fläche 

©' + (?)' + (*)* - • 

umschlossene Volumen F zu bestimmen, hat man nur dieses Resultat 
mit 8 zu multipliciren. Man bekommt daher 






(t) 
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§ 12. 

Da die T- Functionen in der Geschichte der Mathematik eine grosse 
Rolle gespielt haben und zum Theil noch spielen, wollen wir im An- 

r.^ Schlüsse an die vorhergehenden Untersuchungen 

j *"•... einige weiteren Eigenschaften derselben ab- 

leiten. 

• * 

. '\\ Wir machen, ähnlich wie im fünften Para- 

graphen, eine Integration von jgr = U -f- • i 

^^ aus bis jgf = ^ -|- • i auf der X-Axe, um- 

gehen auf einem Viertelkreise mit dem Radius 

N^N ■ ( _J Q den Nullpunkt, integriren weiter in der posi- 

^^ *^' tiven Z-Axe bis ;? = + -B* und endlich auf 

einem Viertelkreise mit dem Radius B bis zum Ausgangspimkte zurück. 

Dabei lassen wir JB und — ins Unendliche zunehmen. Setzen wir 

< g < 1 voraus, dann verschwinden die beiden über die Kreisbögen 
erstreckten Integrale, und es kommt 

j ^yiyq-iiidy = 1 er'x^-^dx (0<q<l) 



und also 

(14) J e-y'y^-'dy = e~''' r(q) {0<q<l) 



heraus. 

Trennen wir hier das ReeUe vom Imaginären, so folgt 



(30 



cosy yQ-^dy^ cos 'i~ r{q) , 
(15) ' ^ (0<q<l) 







sin y • y^-^dy = sin ^- r{g) . 



Aus diesen beiden Gleichungen lässt sich dann weiter 



QO 

ni 



(14*) j e+y<t^-'dy= /* « r{q) (0 < 3 < 1) 



zusammensetzen, und (14) und (14*) liefern bei der Einführung von sy 
statt y, vereinigt 



00 ''* ^ 

9 -S~ '^ * 



(16) Je^vi^-idy = ^~^-—£M (0<3<1), 



|8 
' 
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woraus dann bei der Trennung des Reellen vom Imaginären als Er- 
weiterung der Gleichungen (15) 

J coasy- y9-^dy= cos ^ -^ 



(17) ' 00 (0<ä<l) 

J sinsy • y^-^dy = sgn s • sin ^ -^ 



entsteht. Diese beiden Formeln geben wieder Veranlassung zur Bildung 
eines discontinuirlichen Factors. Multiplicirt man nämlich die erste von 

ihnen mit sin ^-, die zweite mit cos —- und addirt die Resultate^ dann 

bekommt man 



00 

+ Bgn8 

I s 1* 2 



00 

(18) jsm{ql-\- Sij)- tf-'dy^' sin qit^ - 



(0<2<1). 

2 8 2 

. . ^1 2/l '^1 

Setzt man hierin etwa s = 1 ^ — ix^ ^,- , dann wird das 

a" o' c' ' 

Integral für jeden Punkt ausserhalb des Ellipsoids s = verschwinden. 

§ 13. 

Weitere Eigenschaften der F- Function erhalten wir, wenn in (12) 
q und 1 — q für p und q gesetzt wird. Das giebt, da, p,q>0 waren, 

(19) r(s) r(l - q) =Jfi'-\l -zy-^dz (O < g < l) , 



wobei bemerkt werden mag, dass sich die rechte Seite nicht ändert, 
wenn man 1 — q für q einträgt, so dass also 

1 1 

'^d0 



wird. Nun substituiren wir in (19) 



1 1 



z y 



und erhalten dadurch 



CO 



Sf-^ydy = ni)n^-a)- (o<g<i). 
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Den Werth des Products rechts kann man durch Beihenentwickelung 
des Integrals ermitteln. Des Nenners wegen müssen wir nach steigenden 
Potenzen von y zwischen Null und 1, dagegen nach fallenden von y 
zwischen 1 und oo entwickeln, und wir schreiben deswegen fiir das Inte- 
gral links die Summe 



J ^ + y ^J ^ + y 



imd führen in das zweite Integral — für y ein. Daraus entnehmen 

ir 

wir, imter Benutzung der Formel {5) Vorles. 5, § 2, 



^ 

oo 



_ V (- D* , -y (-1)* 

~^ k + q ^^ jt — g + 1 



^ A;4-a ^ 



iic=:=0 ' * fÄ — 1 ' •* 

=2'fe?^ = -^ (o<(r<i), 

^JkA-q sin o» \ ^ ü ^ / 7 



— oo 



und es wird daher 

(20) r(3)r(l-g)=^-j^ (0<2<1). 

Diese Formel kann übrigens auch auf vielen anderen Wegen bewiesen 
werden. 

Speciell für g = - giebt sie -r(_ ) = I )/;r , 



sin 
n 



§ 14. 

Aus (20) kann man ein allgemeineres Resultat herleiten. Nimmt 
man in dem Producte 



x = l 



je zwei Factoren r'f— ) und !"( ^j zusammen, wobei fiir ein gerades 
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n das mittlere Glied f(^ ) = Ff-^) = \V^\ zurückbleibt, dann wird 
dieses Product gleich 



«—1 


oder 


n — 2 


1 
2 


»— 1 

2 


n — 2 
8 





JJam - JJsm - 

1 1 

je nachdem n ungerade oder gerade ist. 

Aus. den Elementen der Analysis ist die Formel 

n — l 

/ / 2 sin — = n 
ii=i 

bekannt, und da sin a => sin(?r — a) ist, so kann man 

n— 1 n— 2 

JJ(2sin^)'=« oder 2 JJ(2 sin 2^)*== » 

setzen, je nachdem n ungerade oder gerade ist. Sowohl bei geradem 
wie bei ungeradem n findet man also 

n— 1 » — 1 _j j 

x=i I r ^ 1 

Dies ist wieder nur ein specieller Fall einer allgemeineren Formel, 
der merkwürdigsten aus der Theorie der F- Functionen. Sie bezieht 
sich auf das Product 

und lässt sich auch mit Hülfe reiner Integralbetrachtungen ableiten. 
In dieser Art ist das durch Gauss gefundene Theorem (Abhandlung über 
die hypergeometrische Reihe) von Dirichlet entwickelt worden. Dabei 
stehen zwei Wege oflFen. Entweder kann man das Product der F- 
Functionen als n-faches Integral auffassen und es durch Umformimgen 
auf den Schlusswerth zu bringen versuchen; — dieser Weg ist der 
directere, wäre als solcher eippfehlenswerth, ist aber bisher noch nicht 
mit Erfolg eingeschlagen worden; — oder man kann zu den Logarithmen 
übergehen, und wenn es gelingt, den Logarithmus der F- Function 
durch ein Integral darzustellen, das Product durch eine Summe ersetzen. 
In dieser letzten Art hat Dirichlet die Untersuchung durchgeführt, 
die in ihrer Art einzig dasteht. 
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§ 15. 

Zunächst diflFerentiirt Dirichlet die definiiende Gleichung für 
r(a) nach a, 



1^(0) = / e-'^-* log zdZy 





und ersetzt dann log z durch den aus der zwölften Vorlesung § 6, (12) 
zu entnehmenden Ausdruck 



oo 



logz=J(e-y — e-y*)^^ 



Dadurch wandelt sich unser Integral folgendermassen um: 



00 



r'(a) ='Je-'0'-'dgf{e-'' - c-ä") — 


00 y oo flO V 

= / — (e-y ler'e'-^ds ^-- /e-»tt«-*du), 



wo (y 4" 1)^ = w gesetzt wurde, 



00 



^ ^J y ^ (1 + yf^ ' 



und man erhält als Hülfsformel für unsere Untersuchung 



OD 



dy 



(32) i^l-m =y (e-. _ (i + y)-a) ^ 



Die logarithmische Ableitung des gesuchten Products stellt sich daher 
in der Form: 



x=50 x=ü 

dy 
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dar. Hier darf man das lutegral nicht in die beiden Theile zerlegen, die 
den hingeschriebenen Theilen des Integranden entsprechen, weil für 
jeden einzelnen von ihnen, wegen des Integrandenwerthes für y = 
die Endlichkeit des Integrals in Zweifel träte. Wir wollen den kritischen 
Punkt y = durch die Schreibweise 



n— ~ 



^ d log r{a + ^) 

x=o da 






vermeiden und können nun im zweiten Theile (1 + ^Y f^r 1 + y ein- 
setzen; dadurch erhält man, falls wieder y an die Stelle von z tritt. 



n — 
x = 



ill^t+i) _ ^ ( fl-^ _/ii+ ,)-,,) . 

; da .=oV ^ •^ 1 '^ 



Andererseits ist nach (22) 



oo 00 



d log r{na) 



= n ^^^enna) = lim f fne-Uy _ /n(l +y)::^Uy\ 



und also, wenn man diese Formel von der vorhergehenden subtrahirt, 

1 

> * \ ^ nl dlogr(na) ,. / n 



xsiO da da 



= iini f^r^-^ 



Da in dem Integrale rechts y sehr klein bleibt, so kann man 1 + y 
durch 1 ersetzen und erhält dadurch den Werth des Integrals 

= n lim (log yy^"*"'^**":^ «= n lim log - - ^^ ~" - = n log — • 

Trägt man dies in die letzte Formel ein und integrirt unbestimmt 
nach a, so resultirt 



n — 1 

2 

x = 



logFfa + -j = log r(Ma) — an logn + logc. 



Um die Constante c zu bestimmen, setzen wir a = - und benutzen 
die Formel (21); dann wird 

2'^°» J^(^) = log(«~^ (2jr)~) = - log« + logc, 



logc = log(n«(2;r) » ), 
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und dadurch erhält man als Schlussgleichung 



«— 1 

n— 1 



(23) JJr(a4-^) = r(n«)i^, 

n 

wie es von Gauss gefunden worden ist. Dividirt man diese Formel 
durch die für an == 1 daraus entstehende^ dann ergiebt sich 

n — 1 n 

n ^(« + ¥> = «—n»«) • «17 r(;) • 

In Bezug auf den anfangs erwähnten^ directen Weg zur Ableitung 
dieser Formel wollen wir noch bemerken^ dass, wenn man die Pro- 
ducte der F- Functionen links und rechts in der letzten Gestalt der 
Formel als n-fache Integrale betrachtet, die beiden Seiten von vom 
herein wenig von einander verschieden sind. Schreibt man für die F 
die betreffenden Integralausdrücke, so lautet jene Formel, da ja 

dis 



n'"'T(na)= /e-»'jef»«- 





ist, 



*"-l X . ^*_!»_ X 



nsaßn—l 



dz 



oder bei etwas anderer Schreibart 

n— 1 n 

Es wäre nun das eine der beiden Integrale in das andere zu trans- 
formiren oder zu zeigen, dass ihre Differenz. Null ist. Bisher ist dies 
aber auf directem Wege nicht gelungen. 
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Differentiation eines n- fachen Integrals nach einem Parameter. — Hauptformel. 

— Symmetrische Darstellung derselben. — Oberflächen-Element. — Specialfälle. — 

Volumen und Oberfläche einer sphärischen Mannigfaltigkeit. 

§ 1. 

Eine Hauptformel der Theorie mehrfacher Integrale haben wir 
durch die Transformation erhalten. Ihr zur Seite steht eine andere von 
eben so grundlegender Wichtigkeit. Wir haben das entsprechende 
Resultat bei den einfachen Integralen aufgestellt und mehrfach mit 
y ortheil benutzt: es ist die Ableitung eines Integrals nach einem Para- 
meter, um welche es sich jetzt handelt. Dabei haben wir bereits bei den 
einfachen Integralen den Parameter nicht nur in den Integranden, son- 
dern auch in die Grenzen eingehen lassen. Das ist von grösster Wich- 
tigkeit, wie man bei mehrfachen Integralen noch besser erkennt, als 
bei den einfachen; denn wie eine unendliche Reihe erst innerhalb ihres 
Convergenzbereiches eine Existenz hat, so ein Integral erst innerhalb 
der vorgeschriebenen Grenzen. Und eben deswegen wollen wir bei der 
Differentiation eines w- fachen Integrals sofort den Bereich von dem 
Parameter, nach welchem differentiirt werden soll, abhängig machen. 

Es handelt sich also um die Differentiation von 

5(^1; ^S; . . ., 0n] t)dz^dz^ . . , dZn =/ % ' dv 

/Uii-«i«;o<o) 

nach t Hier wie stets im Folgenden soll die hinter oder unter das 
Integral gesetzte Ungleichung den Integrationsbereich angeben. Wir 
bezeichnen das Integral kurz durch J(t)y den Integranden durch f^,, 
und das, imser Integrationsgebiet bestimmende Polynom durch Ft. 
Dann ist, wenn wir das Volumelement dz^dz^ . . . dZn kurz durch 
dv bezeichnen, 

J(t + dt) =j g,+rf, . dv ; J{t) =J gl . dv ; 
J(t + dt) — J(t) =J%tdv + / ^' dtdv —J%tdv . 
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Die Differenz aus dem ersten und dem dritten Gliede auf der rechten 
Seite ist lediglich ein, über das Zwischengebiet von Ft^dt = uira 
jP, = erstrecktes Integral J5<^^ ^®i welchem diejenigen Raumelemente 
positiv zu nehmen sind, welche ausserhalb, und diejenigen negativ, 
welche innerhalb Ft <0 liegen. 

Wir müssen uns mit der Bestimmung des so definirten Zwischen- 
gebietes beschäftigen. Um dies möglichst anschaulich zu machen, be- 
trachten wir den Specialfall w=3, geben dem t zwei benachbarte feste 
Werthe (q und t^ = t^ -{- h und betrachten die Flächenschaar 

Von den Punkten des Zwischengebietes betrachten wir zunächst nur 
diejenigen, für welche Zj^ und Z2 gewisse feste Werthe haben, bei 
denen also 0^ und t veränderlich sind. Lassen wir ^von tQ bis ^q-)-ä = ^i 
variiren, dann wird auch 0^ variiren, der Art, dass die Incremente dt 
und djETj die aufgestellte Flächengleichung befriedigen. Der Zuwachs 
dz^ hängt dabei von dem Zuwachs dt ab, und weil 

©.■"• + Of - 

ist, so folgt also der Gleichung gemäss. 




dz^ = — [ ^^ ]dt (d^ = . . . Ä) . 

Man erhält alle diejenigen Punkte des zu unseren Flächen gehörigen 
Zwischengebietes, welche Zi und z^ als Coordinaten besitzen, wenn man 
t und Zq von ihren Anfangswerthen um dt und das zugehörige dz^ 
wachsen lässt. Ebenso erhält man alle Punkte des gesammten Zwischen- 
gebietes, wenn man z^ und z^ als unabhängige Variable, dagegen z.^ als 
Function von z^, z^ und t ansieht, welche Fiz^y Z2, z^^t) = erfüllt, 
und wenn man dann 

einsetzt. 

Genau so verfahren wir im allgemeinen Falle. Es sei 

dF, dF, 

dann wird das über unser Zwischengebiet erstreckte Integral 
/ S(^i; • • • ^n, t)dz^ , , .dz^ = —J dz^ . . . dzn^i%{z^j . . . z^, t) ~^ dt. 
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Dadurch erhalten wir also 

J(t+dt)—J(t) =f^ dtdv —J%tdz, . . . dZn^i -^ dt 

und 

(1) -^ «= Lm ^^ =J ^ dv -J ^,dz, ...dZn-i'^- 

Wenn %t und Ft für ^ = nicht unstetig werden, dann hat man 
hieraus^ falls man durch jßrj, . . . ^ die Punkte von jF^ = bezeichnet 

Das Integral links ist wie das erste Integral rechts ein n-faches; das 
zweite rechts ist ein (n — l)-faches. 

§2. 

Das gewonnene Resultat, ist noch unsymmetrisch, da die eine der 
Variabein, hier 0n, anders behandelt worden ist, als die übrigen. Dies 
lässt sich durch Einführung des Gebildes vermeiden, welches in der 
n-fachen Mannigfaltigkeit dem Oberflächenelemente im Räume entspricht. 

Wie man im Räume, um ein Element der Oberfläche eines ge- 
gebenen Gebietes zu erhalten, von einem Punkte der Oberfläche zu 
zwei benachbarten Punkten der Fläche übergehen muss, so haben wir 
jetzt zu dem Punkte (jß^ . . . z^ der Begrenzung i^(^, • • • ^5 0) = 
noch n — 1 benachbarte, auf ihr liegende „Punkte" hinzuzimehmen. Wir 
bilden diese, indem wir je eine der als unabhängig angesehenen Coordi- 
naten ;ßfj, . . . j8fj_j um bezw. d;gfj, . . . d^^_^ vermehren und jedesmal dem 

F F 

z^ den Zuwachs — ~w~ ^^i '^^zw. — -p- difi^, ... ertheilen; F^^ be- 

deutet die Ableitung von F^ nach ifij^. Wir haben dann n Punkte 



«0 ^ ^ ^ ' 



^1 



welche auf der Mannigfaltigkeit JP^, = liegen. Zu ihnen nehmen wir 
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einen in der Mannigfaltigkeit der z beliebig gelegenen (n -|- 1)**° Punkt 
(^1 ; H} • • • ^«) binzu und bilden die Determinante 

1 z. 



1 arj 



«ü 

«» 
"« 



1 «;+d«? «5 



. . . Zu — X 
n — 1 



n — 1 



Z, 



z^-^d^ 



M 



0« 



2) = 



1 el 



4^ + d^ •.•^„_l 



^-i?'^^ 
''O» 



1 ^ 



**2 



"^ On 



n — 1 



Eine solche Determinante (w + 1)**^' Ordnung 

J = \l «<") 4") . . . £K;) i (x = 0,l,2,...n), 

in der ^81^^*^, • • • ^*^ ^^® „Coordinaten" eines „Punktes" Px einer n- fachen 
Mannigfaltigkeit angeben^ kann man als ^^Inhaltsdeterminante'^ be- 
zeichnen. (Vgl. Joum. für Math. Bd. 72 S. 170.) Für w = 2 liefert 
sie den doppelten Inhalt des Dreiecks mit den Ecken Pf^P^P^] für 
n = 3 den sechsfachen des Tetraeders mit den Ecken Pq , . , P^. 

Sind in der w- fachen Mannigfaltigkeit (n + 1) Punkte gegeben, 
Pq, Pj, . . . Pn, dann kann man je w von ihnen durch eine lineare 
(n — l)-fache Mannigfaltigkeit = verbinden, so dass 0^ = die 
Punkte Pq, . . . Px— i , Px+i, - • • Pn enthält; die Ox kann man so 
wählen, dass für jeden beliebigen Punkt z^, z^, . . . ^« wenigstens 
eine der Functionen O^ negativ ist, und dass für unendlich ferne 
Punkte (j?i, ... Zn) nicht alle Functionen Ox negativ sein werden. Die 
Gesammtheit der Functionen Ox zerlegt also, den (2*+* — 1) Zeicheu- 
combinationen (sgn O^, ... sgn On) entsprechend, die ganze n-fache 
Mannigfaltigkeit in eine ebenso grosse Anzahl von Gebieten, von denen 
nur ein einziges keine unendlich fernen Punkte enthält. Dies eine 
Gebiet ist dadurch charakterisirt, dass für alle in ihm liegenden Punkte 
die Werthe der sämmtlichen (n + 1) Functionen Ox negativ sind, und 
das über ebendasselbe Gebiet erstreckte Volum-Integral 



j 



dz^ dz., . . . dz,i , 



iiiultiplicirt mit w! ist gleich /J. Deshalb ist man berechtigt, für J 
die Bezeichnung „Inhaltsdeterminante" einzuführen. 
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§ 3. 

- Wir gehen von der Determinante i) des vorigen Paragraphen aus 
und ziehen in ihr die Glieder der ersten Zeile von denen der zweiten, 
die der ursprünglichen zweiten von denen aller folgenden ab; dadurch 
verwandelt sich D in 



*1 *! ^i ^t 







n — 1 II — 1 







^ — ;? 



F. 



Ol 



¥, 



On 







1 







F. 



02 



F. 



On 











1 



F 



0,« — 1 

F, 



0» 



rf^. 



H — 1 



Wir wollen jetzt über den bisher beliebig gelassenen Punkt 
{ZxjZ^j » ' ' Zf^ so verRigen, dass er mit den übrigen n Punkten durch 
die für i=l,2,...n — 1 geltenden Bedingiuigen 



(3) 



y 

1 



2 « - o' 



■2 



(^ - hf + (^ + '^^ - ^.)' + U - y' d^: - 

(A = 1, 2, . . . i — 1, i 4" 1? . . ., w — 1) 



also durch 

(^ - .,)* + (^„ - z„y = (^ + r/< - ..)' + (z: - ^1^ rf^ - . J 

(i =1, 2, . . . w — 1), 



F 



oder auch durch 

verknüpft ist. Trägt man dies in die letzte Form von I) ein, daini wird 

-^01 -^02 • • • -fon— 1 -^0; 

1 



I) = -?-_'' 



F 

-^± 







1 



— 



F, 



OS 



F 



On 







Kronecker, Intogralo. 







1 n — 1 



0, n-! 



1 "»J^ 



On 
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F 

Multiplicirt man für x = 1 , 2, . . . n — 1 die x*® Colonne mit ^^ und 
addirt die erhaltenen Producte zur letzten, dann entsteht * 

"^ 0» Jj^i -^ Oh 

Weil nun wegen (3*) 



^0 _ «^ — Ä 

n n i $ / x=l 



Fn_ F... / 



» "" 1 




n 



^(^2 - O' 



(i = l, 2,...»— 1) 



t2 

>x 

X=:l 






ist, so erhält man die Darstellung 



n 



i)= + 



^("x ~~ "x)' " j-S 



,2 1 0» 



^ ^ üx 

1 






§ 4. 

Dies ist der Ausdruck für das oben gekennzeichnete n-dimensio- 
nale Raumelement. Die Definition ist durchaus der Natur der Sache 
entsprechend und lässt sich arithmetisch rechtfertigen. Das kann man 
von einer Definition des Rauminhaltes einer (n — 1)- fachen, aus einer 
n- fachen herausgeschnittenen Mannigfaltigkeit nicht mehr sagen. An 
dieser Stelle trennen sich verschiedene Wege, und was als Rauminhalt 
definirt werden soll, ist in gewissem Maasse der Willkür überlassen; 
denn der Begriff selbst ist etwas Künstliches Schon der Inhalt eines 
Dreiecks im Räume kann nur mittels seiner Projectionen bestimmt werden. 

Wir gehen folgendermassen vor: Im zweidimensionalen Räume, 
der Ebene, sei ein Dreieck gegeben; dividirt man das (l«2)-fache 
Volumen durch die Höhe, so erhält man das Maass für die Länge der 
Grundlinie. Ebenso: Im dreidimensionalen Räume sei ein Tetraeder ge- 
geben; dividirt man das (1 • 2 • 3) -fache Volumen durch die Höhe, so 
erhält man die doppelte Grundfläche. Analog dazu dividiren wir im 
w-dimensionalen Räume das n!- fache des „Prismatoids" Pq-^i • • • P» 
durch die von P^ gezogene Höhe, unterdrücken aber (» — 1)! und be- 
zeichnen den Quotienten als „Maass der Fläche^' von P^Pj . . . P4 . 
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Hier ist das w!- fache Volumen gleich D, und da {Zi, z^j . • . ^«) 
gemäss der Bestimmung (3) angenommen wurde, so können wir bei 
dem unendlich schmalen Prismatoid die Höhe gleich 



V±i.<- 



'.)' 



setzen. Daraus folgt als das „Maass des Flächenelements" 






+ 



oder, wenn wir dasselbe = dw und der Abkürzung halber 



V±^t 



1 



setzen und bedenken, dass es sich nur um den absoluten Betrag 
handelt, 

(4) du) = f-dsf[d^^,., d^^_^ . 

Es ist klar, worin bei unserer Ableitung das Willkürliche liegt: 
es ist in der Festsetzung der „Entfernungsfunction*' 



1/2 «- 



'j 



2 



enthalten. Riemann legt denselben Ausdruck zu Grunde; es ist aber 
kein zwingender Grund für diese Annahme vorhanden. Aendem wir 
nun diese „Entfemungsfunction", dann ändern wir damit auch den 
Ausdruck für dw. 

Das Element unserer aus der w- fachen Mannigfaltigkeit {z^^ z^, ...^«) 
ausgeschiedenen {n — 1) -fachen Mannigfaltigkeit jP^ = findet sich 
hier also gleich (4), während das Element einer an sich betrachteten 
Mannigfaltigkeit {z^, z^, . > . Zn^i) durch das Product 

dz^ ' dz^ . . . dZn—i 

gegeben sein wurde. Die hierbei auftretende Verschiedenheit der Natur 
von v- fachen Mannigfaltigkeiten, je nachdem man dieselben an sicli 
betrachtet oder aus einer Mannigfaltigkeit höherer Ordnung aussondert, 
kann nicht genug hervorgehoben werden; in den wenigen der geo- 
metrischen Literpretatiou zugänglichen Fällen sind derartige Unter- 
scheidungen auch vollkommen geläufig. 

17* 
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§5. 

Mit Hülfe des gewonnenen Resultates (4) lässt sich jetzt die 
Formel (2) aus § 1 symmetriscli gestalten; man bekommt 

(F,<0) (Fo<0) (Fo=0) 

Wir betrachten jetzt ein Integral von der Form 

/ af{z^ + ^, ^2, . . . Zn)dv {Ft = F{Zi + ^ ^27 • • • ^«) < 0); 

# 
und sehen dann bei Verwendung der Substitution zl = z^ -{- t ohne 

Weiteres ein, dass das Integral von t unabhängig ist. Seine Ableitung 
nach t wird folglich gleich Null. Nun ist 

\ dt A=o*^ V 5«! /t^oT^ dßy 

und 

V aTA=o- 1 — 'dz\ Jt^r ^'' ' 

somit liefert (2*), auf unser Integral angewendet, 

„Hiemach kann man ein n-faches, über ein gewisses Gebiet erstrecktes 
„Integral durch ein (n — l)-faches, nur über die Begrenzung jenes Ge- 
„bietes erstrecktes Integral ausdrücken, sobald der Integrand des w-fachen 
„Integrals die partielle Ableitung einer Function der n Variablen nach 
„einer der Variablen ist." Wird insbesondere 

O = Zk also :j- = 1 
angenommen, imd bezeichnen wir diese Ableitung mit O*, so folgt 

(Fo < 0) (Fo=0) 

d. h. es erscheint das Volumen, für welches jFq = die Begrenzimg 
bildet, durch ein Oberflächenintegral dargestellt. 

Für n = 3 ist dieser Satz von Gauss in der Abhandlung über 
die Attraction der Sphäroide abgeleitet worden. 
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Dem in (5) auftretenden Quotienten 

F 

@ 

können wir eine geometrische Bedeutung beilegen. Das Gleichungs- 
system 

(G) ^,^^^«+^,^1* (ft = l,2,...n), 

in welchem i) variabel zu denken ist, stellt nämlich eine lineare ein- 
fache Mannigfaltigkeit, „eine gerade Linie" dar, welche durch den 
Pimkt (;2fJ, ... ^2) der Begrenzungsfläche geht. Die Variable p reprä- 
sentirt eine Grösse, welche für n = 3 der Entfernung des Pimktes z 
vom Punkte s^ in der Normalrichtimg entspricht. Wegen der Bedeutung 
von S ist (§ 4) 

n 

Dem Gebilde (6) entspricht im Räume von drei Dimensionen die Nor- 
male von Fq = 0, und die Gleichmig (6) ist dabei so beschaflfen, dass 
positive p auf Punkte füliren, für die t\ grösser als Null ist. Denn 
man hat, weil (^, . • • ^) auf Fq = liegt, 

F^{. . . ^, . . .) = F^{. . . ^fO . . .) + ^) -' ~- H 

so dass also, da © eine absolute Grösse ist, für kleine Wertlie von p 

sgni; = sgni^oC • .^*. . .) 

wird. Dasselbe erkcimt man auch folgendennassen: Ist sgnjPoii=+l; 
so nimmt F^ mit wachsendem Zk zu und mit abnehmendem Zk ab; ist 

sgn jPü* = — 1, 
so nimmt F^ mit wachsendem Zk ab und mit abnehmendem Zk zu. Nun ist 

-* - -2 

sgni> = sgn — ^ — , 

und nach den eben angegebenen Regeln in der Nähe des Punktes (jfi) 

sgn F^ = sgn {z^ — ^j) sgn Fo* . 

Daraus ergiebt sich die Uebereinstinunung von sgn^) mit sgnJPj,. 
Die Differentiation von (G) nach p liefert 

@ dp 
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Will man das aber in (5) einsetzen, so ist zu bedenken, dass in dieser 
Integralformel für das betreffende Glied die Bedingung F^,{^^, j2r^, . . .) 
= 0, d. h. 2> = herrscht; wir bezeichnen deshalb 



und erhalten dann 



ff*-) =^ 



(5*) Jm^u-- ^'>)dv =J «(4, . . . slXpdw . 



§ 6. 

Für die Function O wollen wir jetzt das Product <p^W setzen. 
Hierbei sollen O und 'P"^*^ reelle, eindeutige und im Allgemeinen stetige 
Functionen der n Variablen 2^, ,,,Sn bedeuten, deren Ableitungen nach 
den einzelnen Variablen durch Anfügung entsprechender unterer Indices 
bezeichnet werden. Dann liefert (5*) mittels der Regel von der par- 
tiellen Integration 

/ o* W^'^hiv + j O Wj^^^dv == f ^{£^1, . . .) ^(*>«', . . .)^^. <J^^ ; 
(^o < 0) (fo < (') (F«=o) 

und wenn man über Ic von 1 bis n summirt, 

n , n 

(5**) (F.<0) (/••o<«) ' 






(/^o=0) 



Jetzt nehmen wir ^^*^ = Wk als die Ableitung einer Function 9^ 
nach ^;t, und setzen, wie dies in der Potential thcorie gebräuchlich ist. 



n 



1 ^^k 1 

kommen in W mehrere Variablen-Reihen iCi, . . . iC«; t/,, . . . t/«; . . . vor, 

so giebt ein Index an, in Beziehung auf welche differentiirt werden 

soll; also: 

z/x ^; oder z/y 'P"; ... 

• 

Ferner bedenken wir, dass 
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Z ^'*(^' • • O^, -Z —970 - - • ä]; F^r 

wird, und bezeichnen den letzten Ausdruck mit 

Alles dies setzen wir ein und vertauschen endlich noch <P und ^IF mit 
einander; so haben wir dann 

J ^ OkWkdv +J OJWdv = j O^Fj^dw, 

J 2^ Ok^Ftdv + / ^fJOdv ^fw0j,dw, 

Subtrahiren wir die letzte Formel von der vorletzten, so resultirt 
(8) J(O^W- a^J O) du = / (0 ^p — WOj)dw . 

Hieraus folgt für <i> = 1 

(8*) / J U^dv = / »Fp rf«; ; 

und für = (P* aus einer der Formebi (7) 



(8**) J ^^l^^' +joJOdv=j0Opdw, 

(A«<0) (''o<0) (n=0) 

Da hier das erste Integral links nicht negativ ist, so muss 

/ 00pdw > / 0zJ0dv 

(F,==0) (Fo < 0) 

werden. Aus den abgeleiteten Formeln kaim man Sätze folgern, welche 
von gleich hohem Interesse für die Theorie der partiellen Difierential- 
gleichungen wie für die der Functionen sind. Dirichlet hat sie für 
n = 3 zuerst ausgesprochen. So ergiebt sich aus (8**) das Theorem : 
Gesetzt, es ist 

0(^^j , . , Zn) = und z:/O = 0, 
dann folgt 



J2 

(Fo < 0) 



Oldv^=i) und also cr>, - (fc == 1, 2, . . . w), 
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und deshalb 

0(0^j , , , 0n) = const. 

„Ist eine Function von n Variablen auf der Begrenzung einer n- 
„fachen Mannigfaltigkeit gleich 0, und ist ihr z/ innerhalb derselben 
„auch gleich 0, so muss die Function überhaupt gleich Null sein." 

„Wenn zwei Functionen ¥^ und X von n Variablen auf der Be- 
„grenzung einer w-fachen Mannigfaltigkeit, und wenn J^ und JX 
„innerhalb derselben einander gleich sind, dann sind die Functionen 
„überhaupt einander gleich." 

Der zweite Satz ergiebt sich aus dem ersten, wenn man 3^ — X 
= O setzt. 

Sonach kann es nur eine einzige Function geben, die auf der Be- 
grenzung eines Gebietes bestimmt vorgeschriebene Werthe, und deren 
/J innerhalb des Gebietes auch bestimmt vorgeschriebene Werthe hat. 
Ob es jedoch überhaupt immer eine solche giebt, ist eine Frage, die 
schon für die Fälle der Ebene und des Raumes eine grosse Zahl von 
Specialuntersuchungen veranlasst hat, und die für w- fache Mannig- 
faltigkeiten bisher nur in dem besonderen Falle, dass dieselben sphä- 
rische sind, völlig hat beantwortet werden können. Darauf werden 
wir nach hinreichender Vorbereitung weiterhin genauer eingehen. 

§ 7. 

Wir wollen zum Schlüsse dieser Vorlesimg an einige Bemerkungen 
aus dem dritten Paragraphen anknüpfen, die sich auf die Festsetzung 
des „Iiilialt"-Begrifles bei einer Mannigfaltigkeit (n — 1)*®' Dimension 
beziehen, welche in einer solchen der n^^ Dimension enthalten ist. 

Eine sphärische Mannigfaltigkeit Ff^ ist durch die Ungleichung 

n 


bestimmt; für n = 2 erhält man das Innere eines Kreises, für n = 3 
das Linere einer Kugel. Wie kann man nun mit Hülfe des Volumen- 
begriflFes der Kugel einen brauchbaren üebergang zur „Oberfläche" 
einer sphärischen Mannigfaltigkeit bei n Dimensionen finden? Die 
einfachste Art, vom Inhalte einer Kugel zu ihrer Oberfläche über- 
zugehen, ist die Archimedische; man nimmt den Grenzwerth des 
Quotienten aus der Differenz der Volumina bei zwei concentrischen 
Kugeln mit immer mehr sich nähernden Radien und der Differenz 
der Radien selbst. Diese Definition wollen wir für unsere Zwecke 
verwenden und dazu brauchen wir zimächst das Volumen der sphä- 
rischen Mannigfaltigkeit, nämlicli 
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/ dz^dz^ .. ,dzn y^ z\ < Q^J , 

welches sich mit Hülfe der f- Functionen leicht berechnen lässt. Wir 
entnehmen aus der vierzehnten Vorlesung die Formel (13*) des Para- 
graphen 11 und setzen in sie a^t = 2 und «^ = ^ (fc = 1,2,... w) ein; 
dann liefert sie 



/• 



n 

r' ■ ' 



dz.dz^ . . . dzn = (2) "~/~~^r\ (Ä = 1, 2, . . . w). 

/ « V \ "^ 2/ 



Das durch die Bestimmungen Zk > herausgeschnittene Stück der 
Mamiigfaltigkeit ist der 2^**^ Theil des von uns gesuchten Volumens, da 
es 2'* Zeichencombinationen für die Zk giebt, denen „congruente Stücke'^ 
entsprechen. Also wird das Gesaramtvolumen der aufgestellten sphä- 
rischen Mamiigfaltigkeit von n Dimensionen 

r^ ^ ^"^(2)" 2p« J 
f az* . . . aZn = — 7 V = — / T • 

Wenn man bedenkt, dass für ganze Zahlen n 

^(^ + y) "" (2)' ^^^ geradem m), 
und 

\*'2/ 2 2 2 2\2/ 

= Ä* - , ^ (bei ungeradem n) 

ist, so erscheint das Volumen in der Gestalt 

n 

I dz, . . . dZn = , V (wenn n fferade ist) 

(?'^^*) 

n — 1 n-fl 
fij^ * 2 * 

oder = - (wenn n ungerade ist). 

Nachdem so das Volumen berechnet ist, bilden wir gemäss der Archi- 
medischen Definition den Grenz werth 
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«— 1 

} 



) 

uiid 8<jtzeu fest, dass wir dies als den Inhalt der sphärischen Oberfläche 

n 

anseilen wollen. Wir bezeichnen der Abkürzung halber hier und stets 
im Folgenden die von n abhilngige Grösse 

n 

und hal)en dtuin filr das Volumen der sphärischen Mannigfaltigkeit 
von n Dimensionen 

n ' 
und nir ihre Oberfläche den Werth 

(>'•"" ^S> . 

Dir (IrösHo <T) ist schon von Jacobi (Crelle*s Joum. XII, S. 60; 
Wi^kn III, S. -r)7), aber auf luiderem Wege gefunden worden. . Es ist 
dicHelbn (Irösse, die wir in § 4 der vorigen Vorlesung eingeführt haben, 
und denui Werth also nunmehr durch (11) bestimmt worden ist. 



Sechzehnte Vorlesung. 



Das Potontiiil. — Historisches. — Elementares Potential. — Hauptfonnel. — 
Dichtigkeitsfunction. — AUfjemeiner Potentialausdruck. — Das J des Potentials. 

— Poi SS on' scher Satz. — Discussion der Voraussetzungen. — Zweiter Beweis. 

— Dritter Beweis. — Erweitening. — Potential zweier Mannigfaltigkeiten auf 
einander. — Poisson' scher Satz für dieses Potential. — Zurückführung auf den 

obigen Specialfall. 



§ 1- 

Wir wollen uns jetzt mit der Anwendung der Theorie der w-fachen 
Integrale auf die Potentialtheorie beschäftigen. Die Natur hat die 
Fragen vorgezeichnet, — und das gewälirt die Sicherheit, zu schönen 
llesultaten zu gelangen; aufgestellt wurden sie zuerst durch Newton, 
grossartig ausgebildet vor Allen durch Laplace in seiner „Mecanique 
Celeste". 

Zieht ein Körper einen Punkt nach dem Newton' sehen Gesetze 
an, so kann man die drei Componenten dieser Anziehungswirkung nach 
den drei Axen als die Ableitungen eines und desselben Ausdruckes nach 
den drei Variablen darstellen. Dieser Ausdruck heisst das Potential. 
Es ist eigentlich innig verbunden mit der Kugelgestalt bezw. den sphä- 
rischen Mannigfaltigkeiten, so dass es sich anderen Körperformen nur 
widerstrebend anschliesst. 

Principiell wurde das Potential durch Gauss und durch den Eng- 
länder Green eingeführt. George Green (1793 — 1841), ein Bäckers- 
sohn, der anfangs das Gewerbe seines Vaters betrieb und dann, in 
Cambridge studirte, ist einer der Begründer und der bedeutendsten 
Förderer der Potentialtheorie. Er hat seine Resultate früher als Gauss 
veröflFentlicht, aber sie waren Gauss nicht bekannt geworden. Green 
hat sich hauptsächlich mit den Anwendimgen des Potentials auf die 
Electricitätslehre beschäftigt; seine Arbeiten sind auf Dirichlet's Ver- 
anlassung in den Bänden 39, 44 und 47 des Grelle 'sehen Journals 
wieder abgedruckt worden, und ihr Studium ist sehr empfehlenswerth. 
Für den rein mathematischen Standpunkt fehlt freilich die nöthige 
Strenge; physikalisch sind sie aber durchaus correct. Gauss hat sich 
bei seinen Untersuchungen vollkommen mathematisch gefasst. Green 
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nennt die Function „potential function'', Gauss „Potential^'; 
später kam der allgemeinere Ausdruck „Kräftefunction" in Gebrauch. 
Die Ausdehnung des Potentials auf eine «-fache Mannigfaltig- 
keit für M > 3 unterliegt keinen Schwierigkeiten. Für « = 2 stellte 
Carl Neumann das logarithmische Potential auf. Man kann zwar 
eine Formel bilden, welche auch den Fall n = 2 umfasst, das ist aber 
etwas umständlich, und wir werden deshalb « > 2 annehmen. 



§2. 



Den Ausdruck 

dz^dZi . . .dz 



'-'A 



(^(^x-fx)') 



P--1 

2 



(F„(;j„ . . . «.) < 0) 



bezeichnen wir als das allgemeine Potential einer w-fachen Mannig- 
faltigkeit jFj) < in Beziehung auf den Punkt g,, 5i, • • • S« • Dabei 
werden wir häufig der Abkürzung halber 



V2 



Oik - &)» = r 



setzen, und r als Entfernung der Punkte {0) und (g) bezeichnen. 
Ist in der w-fachen Mannigfaltigkeit das Anziehungsgesetz nur von 

r abhängig und durch gegeben, so findet man die Componenten 

T 

der Anziehung eines homogenen Körpers, der den Raum jF^, < mit 
der Dichtigkeit 1 erfüllt, auf den Punkt 5, , . . . S« nach einer der Axen- 
richtungen, wenn man das allgemeine Potential nach dem betrefiFenden 
g differentiirt. Für n = 3, p = 2 haben wir den Fall des Raumes 
imd des Newton 'sehen Anziehungsgesetzes. 

Unter dem elementaren Potential zweier Punkte (0) und (5) 
auf einander wollen wir den Ausdruck 

« *('.ö-<-;r3-,7^. 77^ 75=:. 

verstehen, in dem z^^s^j . . Zn die Coordinaten des durch {z) und 61, Sj? 
. , .%n die Coordinaten des durch (5) bezeichneten Punktes sind. 

Dabei soll aus den oben angeführten Gründen stets n > 2 voraus- 
gesetzt werden. 

Aus (1) folgt durch Differentiation unter Beibehaltung unserer 
gewöhnlichen Bezeichnung 



Elementiircs Pot-ential. 269 

difFereutiirt man nochmals, so entsteht 

r r ' 

und es folgt also durch Summation 

n 

(3) ^vß_2«ß,,_0. 

1 

Die Formeln (2) und (3) verlieren ihren Sinn, wenn die beiden Punkte 
{z) und (g) zusammenfallen, weil dann r = wird. 

Wir wollen nun in die Formel (5**) aus § 6 der letzten Vor- 
lesung 

eintragen. Das giel)t die Gleichung 

(/■ü < 0) (fo < 0) (^o==o) 

gemäss (1) ist der erste Integrand links + (w — 2)^, und rechts wird 
unter Berücksichtigung von (2) 

2" (^ - o^p — »•"2' ^* W' • • •) CLo — *" <*.«' • • •)>/- > 

wobei ^p die Abloitmig von ^ nach der Normale, und ji von Z^, ^^0 
aus gerechnet ist. Also geht die letzte Formel in 

über, da offenbar die Bedingung |> = mit Fq = identisch ist. 
Trügt man auch hier den Werth von ^ ein, so entsteht 

wodurch wieder ein gewisses n-faches Litegral auf ein (m — l)-faches 
zurückgeführt ist. 

Im Falle » = 3 folgt die Formel 

des gewöhnlichen Potentials, welche schon Gauss angicbt. 
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§ 3. 

Wir setzen weiter in (8*) aus § 6 der vorigen Vorlesung ^ für 
W ein, dann entsteht (vgl. S. 261) 



P^dv =f%du; =Jdw2% (4l 

(Fo=0) (F 

n 



(*-,<0) (Fo=0) (n=0) 1 

(5) 

dw 

0* "@ 



(Fo = t') 



So lange der Punkt g ausserhalb des Integrationsgebietes liegt, 
werden ^^ und ^t endlich bleiben; die Differentiationen lassen sich 
durchfilhren, und die Formel (3) ist verwendbar. Das ergiebt, auf (5) 
angewendet, 

(6) Jd^dv =f^,dtv =J^ %F,, ^^- = (FoCe, ,...&.)> 0) . 

(Fo<0) {Fo^Q) (Fo = 0) 

Liegt jedoch der Punkt % innerhalb des Integrationsgebietes, dann 

wird für einen bestimmten Punkt {z) = (g) der Werth von - und 

damit der von ^ unendlich gross, und die Formel (3) verliert ihre 
Bedeutung. Denken wir uns aber in diesem Falle eine natürliche Be- 
grenzung hergestellt, indem wir den Punkt g durch eine beliebig 
kleine, J umschliessende, w- fache, etwa sphärisclie Mannigfaltigkeit aus- 
schalten, dann gilt (G) wieder von dem Restgebiete; und das liefert, 
weil die Begrenzung in zwei Theile zerfallt, 

(Ao==o) (^;=0) 

wobei unter G die Function 

n 

(t = Q^ — ^ {Zk — &t)^ {fi ist beliebig klein) 

zu verstehen ist. 

In dieser letzton Formel liisst sich das zweite Integral leicht be- 
rechnen. Es ist 
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1 

ö* = — 2(_e, - gt) , 



@ =K 2'^* = 2K ^(-^i-W^^äp, (vgl. Vorl. 15, §4). 

1 k=sl 

wobei in den drei letzten Formeln stets auf ö = zu nehmen ist. 
Daraus entsteht, wenn man Alles in die letzte Integralformel einsetzt, 

/ ^ ^*-Fü* -^ = — / -;^r = j^zrr/ ^^ (^ ^^^ beliebig klein) , 

(Fo = 0). (ö=0) (tf = 0) 

imd infolge der Resultate des letzten Paragraphen der fünfzehnten Vor- 
lesung geht dann (5) einfach in 

(6*) fj^ . dv =J%dw = - © (^0(51,... In) < 0) 

(Fo < 0) (Fo=0) 

über. (6) mid (G*) lassen sich in die Haupt formel 

Jj^dv =j'%dw ^f^ ^,Fo, ''; = p ^ (i=;a, . . .) ^ [^) 

(7) (n<o) (n=o) (^o=o) 



a 



«•; ! sgn F^a., ...•)- 1 1 

zusammenfassen. Für w = 3 hat Gauss diesen Satz gefunden und in 
der schon erwähnten Arbeit über die Attraction der Sphäroide angegeben. 
Das gewoimene discontinuirliche vielfache Integral entspricht dem 
C au chy' sehen einfachen Integrale 

T-^"^ = 7ti{i — sgn j;(S; n)) y 

Foix, y)=0) i,=x-^yi, c=$-|-i?0 

welches als ganz specieller Fall von (7) anzusehen ist. 

Der Grösse ^, ^ßi p- können wir nach Analogie mit n = 2 und 3 

1 

eine geojuetrische Bedeutung beilegen. Es ist 
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^ ^ r / 1 \^ }_ ^ 

-.:^»i - - sjc-Ilt lur « = 2 und 3 den Cosinus des Winkels dar, welchen 
• 'i 

t*r Z^-Axe mit der Verbindungslinie r der beiden Punkte (/*) und ( J) 
sj^'^i*: iTroer liefert, nach der Analogie des Raumes, 

t k 

irn C.tsirus des Winkels, welchen die r^-Axe mit der Normale macht; 
4^-^ is^ sjbch r^amlicher Analogie 



-r-^^i?»(^-^-M 



ler Cosinus des Winkels, welchen die in «^r' * nach Aussen gezogne 
Xor3Äje naii der Gera*len inAchi. die *r' nii iC- rerbindeL 



Scän »-iS^ir wollen wir ^iz^ vias all^aieinere InteirTal 

/fi -- f. -i* s.Zdr 

b"H:rk:h:er:. IViSei >oli ji ia %ien iTJünen b^öachcecen Gebiete ein- 
cev::i^. fc-ilich :i:ii sse^ blric^n IXe ^:xeDrlseiie IWutiLng des £ 
weniec wir iwkii ru b^espreviiec biSfc 

X*::r: setKS wir ir. T , ;J ♦: ier t^tts»«! VoiiesGr^ ßr und ^Pi 
":^jw Ä :iz«I i^i -eiz: %:.fc:- • ecTscch: f^r-e Ir : • crJLarl'«v'fcu:!itf, de^n*n Gültig- 
"i-r:*s>*r?::i wir fesfil-w::: w^Ht-z. I^e r>i:^l:cie EeünHiizing ron S 
5* Cl irr" „rkT-isec: Berex'ii F, ^ -~ >:/~ fks>«fci: I:e zai:Irl:*:c-* Be^jr^niun^r 
^ ii -/"t wiri ivf A-zssÄri-jesscin^ ies E\:r£Tes : erf^.TÖfiTL Deshalb 
:iTrL?ec»?ji w.r :' i".ir:]i ^ir^ srbir^jchr Mi2rirrj^^ürk-*h 2i;i beliebisr 



•. -. i \ *'. 



'.- = ^- — ^ ri 

.'-'^u iL u;^-'..7xxr: :" :s5. X.iz VIc»?g /*, = C» 32»i tr «= => die iSi>th- 
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In den beiden ersten Integralen bedeuten die Grenzbedingungen, dass die 
Integration über alle Elemente dv erstreckt werden soll, für welche 
gleichzeitig Fq und G negativ sind; im dritten Integrale ist die Inte- 
gration über die Oberflächen beider (n — l)-fachen Mannigfaltigkeiten 
-Fq = imd 6r = unterschiedslos zu erstrecken. Liegt (g) ausserhalb 
Fq <^ ^) dann ist die Hinzunahme von G überflüssig, aber keinesfalls 
schadet sie etwas. 

Nach (3) ist ^^ in unserem ganzen Gebiete gleich Null; also 
entsteht aus der vorigen Formel 

Nach den eben gemachten Bemerkungen zerfällt das Integral auf der 
rechten Seite in die beiden Theile 

J^(fi, ' . . ^'D'^pdw und r« . 5ß^dw;. 

In den zweiten Theil führen wir, den Bezeichnungen der vorigen Para- 
graphen gemäss 

ein. Nehmen wir nun Polarcoordinaten, ^t = & + rw*, wobei r und 
tij, fij, . . . M«— 1 die unabhängigen Veränderlichen sind, r von bis q 

n 

geht, und^M* = 1 gesetzt werden muss, dann resultirt 



1 



v,--2'-^<.-«')-^- 

dz. 

Dass -g-^ = — Uk und nicht gleich + w^ ist, folgt daraus, dass nach 

unserer Festsetzung über G positive Werthe von p in das Innere der 
sphärischen Mannigfaltigkeit führen; es ist deshalb dp = — dr (vgl. 
§ 5 der vorigen Vorlesung). 

Da wir nun Ä als stetig in der Umgebung von (g) vorausgesetzt 
haben, so wird das ^ unter dem letzten Integrale mit abnehmendem q 
sich dem Werthe fi(5i, . . . {;„) beliebig nähern, und das Integral selbst 
convergirt dem letzten Paragraphen der vorigen Vorlesimg zufolge nach 
dem Grenzwerthe 

Kroneoker, Integrale. 18 
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So entsteht aus (8) 

.letzt wenden wir uns zu dem links stehenden Integrale und fragen, 
ol) hier (f als eigentliche natürliche Begrenzung beizubehalten sei^ 
oder ob nuin es als uneigentliche natürliche Begrenzung unterdrücken 
kr»niH\ Wir sind derartigen Fragen schon mehrfach (S.49; S. 53, u. s. w.) 
Mulio gi»t roten und wollen ihrer grossen Bedeutung halber auch hier 
HUHrnlirlicher auf sie eingehen. 



VVoiin wir 



'"^ «(«1, . . . ejdv 



(* - 2) [ J-C^i - (/j 



11 — 2 
8 



in dt«r Ihngt^bung des Punktes (g) untersuchen wollen, der als natürliche 
Mi«j<ren/ung aufzutreten scheint, so führen wir am besten die gemischten 
INiliircoordiniiten r; a^, ...tin—i durch 

2k = ^k + ruk (Ä = 1 , . . . w) 

i*iM, woImm dann zwischen den Uk die Bedingung 

1 
lH»Hi«ilit, und r von bis q geht. Hierdurch wird das Integral, was ja 
oll'iuiliar ausreicht, auf den sphärischen Bereich 

n 

1 
liimrlirünkt.. Die Functionaldeterminante giebt bei imserer Goordinaten- 
l.nmMronnaiion (vgl. §4 Vorles. 14) r*»-^:!*^, und da im Nenner des 
Inli'gnilH nur r"~- auftritt, so erscheint r als Factor des Integranden, 
und das lni(>gral nähert sich mit abnehmendem q der Null. 
Anders gestaltet sich die Sache bereits bei 
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denn hier tritt bei demselben Integrationsbereiche durch die Einführung 
der Polarcoordinaten r* in Zähler und Nenner, so dass eine positive 
Potenz von r nicht mehr als Factor des Integranden erscheint. Da 
aber die Integration nach r sich von NuU bis zum Werthe r = () er- 
streckt, und da femer Ä als endlich vorausgesetzt wird, so wird mit 
abnehmendem q auch hier noch der Werth des Integrals nach Null hin 
convergiren. 

Gehen wir dagegen noch einen Schritt weiter, nämlich zu 



&/*** 



so fällt auch die Berechtigimg des letzten Schlusses fort, und es bleibt 
fraglich, ob der Punkt (g) zur eigentlichen natürlichen Begrenzimg zu 
rechnen ist. — 

Aus den Betrachtungen dieses Paragraphen kann man die Folge- 
rung ziehen, dass das Potential 



jjft{z)%{z, g)rf« 



überall eine stetige Function von (5) ist. Denn die Ableitung dieses 
Integrals nach J* ist gleich 

(^o < 0) 

und der Theil des Integrals auf der rechten Seite, welcher sich über 
den Bereich 



(Fo < 0; und ^ {z, - &)« - r > o) 

ausdehnt, bleibt endlich, während der restirende Theil, welcher über 
den kritischen Bereich 

n 
(^(5*-gt)*-p»<0) 

erstreckt wird, sicli gleichzeitig der Null nähert. Also bleibt die Ab- 
leitung stets endlich. 

Ueber die Stetigkeit dieser Ableitung muss jodoch nacli den obigen 
Bemerkungen Zweifel bestehen (vgl. Vorles. 17, § 2). 

18* 
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§6. 

Wir kehren nun zum Integrale (8*) zurück. Bedenken wir, dass 
^ als endlich, stetig und eindeutig vorausgesetzt war, dass also ^k 
endlich ist, dann folgt aus den Ueberlegungen des vorigen Paragraphen, 
dass für das Integral links in (8*) der Punkt (5) keine wesentliche 
natürliche Begrenzung bildet, und dass also die Bedingung G < 
einfach weggelassen werden kann. Das giebt statt (8*) 

Wir haben schon vorher darauf aufinerksam gemacht, dass das 
letzte Glied getilgt werden muss, falls (J;) ausserhalb des Bereiches 
F^, < liegt. Setzen wir daher fest, dass für alle Punkte (5), für 
welche Fq>0 ist, der Werth von Ä gleich Null gesetzt werden soll, 
dann kann man 

(9) J^ &,%dv ^J^{z\, . . . ^:)^,dw - I Vi (sgn Fo(0 - 1)^(0 

(Fo<0) (/^o=0) 

schreiben. Auch hier lässt sich ^pdw geometrisch genau so deuten 
wie oben in § 3, so dass man 

J^{f)^pdw =J-^ cosO, r)dw 

setzen konnte. 

Der Function j$ kann man gleichfalls eine geometrische Bedeutung 
geben. Im Falle n = 3 wird der Korper Fq < 0, der mit Masse von 
der Dichtigkeit Ä(^j;^2, ^3) im Punkt {z) belegt ist, auf den Punkt (J;) 
eine Anziehung ausüben. Die verschiedenen Gomponenten derselben 
nach den einzelnen Axen werden dabei durch die Ableitungen von 

nach den zugehörigen 5 geliefert. Auf Grund dieser Erwägungen hat 
Gauss die Function Ä als Dichtigkeitsfunction eingeführt, — er 
bezeichnet sie durch h — , imd danach erscheint es auch naturgemass, 
dass wir Ä ausserhalb des betrachteten Körpers gleich Null setzten. 
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Freilich dürfen wir nicht vergessen, dass ein solcher Dichtigkeitssprung, 
wie wir ihn beim Ueberschreiten von -F^ = zulassen, in der Natur 
nicht vorkommt, sondern dass da ein stetiger üebergang stattfindet. 

§ 7. 
In § ö sahen wir, dass bei der Berechnung von 



äJÄ^ßj« 



gewisse Schwierigkeiten auftreten. Mit Hülfe der Formel (9) können 
wir nun aber die Summe der zweiten Ableitungen des allgemeinen 
Potentialausdruckes nach den g bestimmen. Zunächst wird 



. r^^dv^ — f^^kdv 



iFo < 0) (Fo < 0) 

da ja 

di, ^ dz, 

ist. Setzt man dann in die erste Formel des § 6 der letzten Vor- 
lesung, die wir durch partielle Integration ableiteten, 

?p-(*) = Ä^ * = ?, 
so geht sie in 

fst'^kdv +J^^Ldv =yV • ^ • ^kp^^<^ 

(^0 < 0) (f'o < 0) (Fo=0) 

über, und also erhält man 

— ß^dv = f^^kdv — f^^zl^dw. 

(/■o<0) (/'o<0) (Fo=0) 

Die nochmalige Differentiation nach gt liefert dann sofort 

^^fi^dv = -ß,^,dv +Jü%z]^dw ; 

dabei ist vorausgesetzt, dass (5) nicht gerade auf der (n — 1)- fachen 
Mannigfaltigkeit F^ = liegt. Summirt man in der letzten Gleichung 
von it = 1 bis h = n, dann folgt (vgl. S. 2G2) 

zjjü'^dv j^^k%dv +Ja%,dw, 

und also auf Gnmd des Resultates (9) 
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# 



= — S)>Ä(f,, . . . 5») . 



Zum Beweise dieses Satzes ^ der für n = 3 von Poisson gefunden 
wunloy ist noch Einiges zu bemerken. Gauss hat den ersten mathe- 
inutisch oorreoton Beweis gegeben. Er macht in seiner Abhandlung 
„Alljrtnueine Lehrsatze in Beziehung auf die im verkehrten Verhältnisse 
dt»s Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abstossungs- 
krärto** (^NVerke V, S. 195. § 6 u. 7) darauf aufinerksam, dass die erste 
PitVennitirttion möglich sei, weil 



J^J^dv {F, < 0) 



MtMUor wahren Integration fähig ist, das Integral also einen bestimmten 
»»iMuUiohon Worth erhält, der sich nach der Stetigkeit ändert, weil 
„wllo in unendlicher Nähe bei (J) liegenden Elemente nur einen un- 
„oiuUioh kleinen Biutrag dazu geben. Was nun aber," heisst es weiter, 
^.dio Uirteroutiulquotienten höherer Ordnungen betriflft, so muss für 
„Puukte innerhalb i'o'^^ ^^^ anderes Verfahren eintreten, da die ent- 
„M|olit>nden Ausdrücke, genau betrachtet, nur Zeichen ohne bestimmte 
„klurt* Hodi^uiung sein würden. Denn in der That, da sich innerhalb 
^Jpth^M iiucli noch so kleineu Theils von Fq < 0, welcher den Punkt (g) 
„oiiiMclilitiHHi, Theile nachweisen lassen, über welche ausgedehnt dieses 
„Inlfgral jtuhMi vorgegebenen Werth, er sei positiv oder negativ, über- 
„»u'lii«Hl.ni, HO fehlt hier die wesentliche Bedingung, unter welcher 
,,iillniii tiriii ganzen Integrale eine klare Bedeutung beigelegt werden 
„liimii, iiiiiiilifh die Anwendbarkeit der Exhaustionsmethode." Gauss 
vnrwniMlni dann den Satz von der partiellen Integration, um zum 
/wnilnii Mille dillerentüren zu können. In den Dirichlet'schen Vor- 
Inniin^Mii int hiergegen nur der kleine Unterschied, dass zuerst unter 
iImim liilngral/eiehen ])artiell integrirt wird, und erst dann die Differen- 
hiiliiiiinii vorgc'iionnnen werden. Im Grunde genommen ist es dasselbe 
V'^Hiilin'ii, uimI auch wir haben kein anderes verwendet. Immer ist es 
fliH |iiiil.M'lli' liilt'gnition, welche die Möglichkeit weiterer Diflterentia- 
hnn \i\i'M. Al>tT i'in Geschenk wird uns dadurch nicht gewährt! 
^'^.^ ItohiMil iliircli tliese Methode eine neue Voraussetzung in den Satz, 
/liifnlnli din, diiHH die Dichtigkeitsfunction nach allen Coordi- 
hiihn Ableitungen besitze, welche alle wieder endlich und 

Nun Irili dit' I^Vage auf: ist diese Voraussetzung nothwendig? 
l'ri tnuUt'Mil /wnifniliaft, ob man den rein mathematisch gefassten, von 
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jeder Beziehung zur Physik losgelösten Satz jemals ohne irgend welche 
Voraussetzung über die Dichtigkeitsfunetion, als die, dass das Integral 
einen Sinn hat, wird beweisen können. Es ist schon sehr merkwürdig, 
dass sich der Satz ohne jede Schwierigkeit ableiten lässt, sobald ¥or- 
ausgesetzt wird, dass die zweiten Ableitungen des Potentials überhaupt 
nur bestehen und stetig sind. 

Wir müssen in solchem Falle, wie wir es schon früher thaten, 
eine übersichtliche und umfassende, hinreichende Eigenschaft der Function 
als Voraussetzung wählen, wenn sie auch nicht gerade noth wendig ist. 

Eine solche wollen wir besprechen; sie hat den Vorzug ziemlich 
grosser Allgemeinheit. Bisher handelte es sich um die Differentiir- 
barkeit der Dichtigkeitsfunction in (t) selbst. Denken wir uns statt 
dessen durch den Punkt innerhalb einer kleinen Umgrenzung Radien- 
vectoren gezogen, so können wir von der mittleren Dichtigkeit oder 
von der Masse auf einem solchen Radius sprechen. Wir machen mm 
die Länge des eingeführten Radiusvector von einem Parameter t abhängig. 
Wird dann die Diflterentiirbarkeit der mittleren Dichtigkeit nach diesem 
Parameter vorausgesetzt, dann können wir (10) beweisen. 

Bevor wir aber dazu übergehen, wollen wir zunächst die eben ge- 
machte Bemerkung rechtfertigen, dass die Existenz und die Stetigkeit 
von ^ Pot. zum Beweise der Poisson^schen Formel (10) ausreicht. 

§8. 
Der Abkürzung halber führen wir die Bezeichnung 

(11) Pot (5„ ...£«) =j^Z,, . . . 8n)^{z, i)dv 

(/''o(*i»...»„)<u) 

für das Potential des Pimktes (5) in Beziehmig auf das Gebiet F^^ < 
mit der Dichtigkeitsfunction Ä(^?i,...) ein. Danach ist also auch 

(11*) Pot,(e„ ...£«) = /5!(^,, ... z.) -%^ll-- 

(nu., ...)<o) 

Wir benutzen jetzt die auf ein beliebiges Gebiet G < bezogene 
Gleichung (8*) § 6 der vorigen Vorlesung 

jzJ Wdv = / ^F^ dw , 

formen sie mittels 



n 



^ik 



w, =2' '■^'*(-^°) rp -=-2 '^'■*(^") ? (^ = •■') 



280 Sechzehnte Vorlesung 

iu 



J^Ufdv^j^U^.G 



dw 



(G < 0) (ö=0) 

um, setzen ^«=Pot(jeri, . . . Zn) ein und berücksichtigen (11), (11*) 
und (7); dann ergiebt sich 

dto 



y ^Pot («„ . . . g:)dv -=J ^ ^°** • ^* © 

(C<0) (0=0) 




(ö=0) (^o(»i»...)<o) 

(^o(0<o) (ö=o) 

Ä(i^l; . . . ^njdv'f^p(js\ Z)dW 
Vo(»')<0) (ö = 0) 

= / Ä(^i; •• • • fi!)äv' Y (sgn G{z'i^ . . .) — 1) . 

(^o(«')<0) 

Wir denken uns jetzt das bisher willkürliche Gebiet G < als 
sphärische Mannigfaltigkeit, die ganz in J?J) < gelegen ist. Dann 
wird die letzte Klammergrösse für jeden Punkt z' der innerhalb G < 
gelegen ist, den Werth — 2, für jeden ausserhalb G < gelegenen 
Punkt dagegen den Werth geben, und dadurch entsteht 

/ JVoi{z^^ . . . Zn)dv = — . ST / ^(z^, . . . Zn)dv . 

(</ < 0) iO < 0) 

Der Mittelpunkt der Mannigfaltigkeit 6r < sei (g) und ihr Radius q . 
Setzen wir nun Ä iu der Umgebung von (£) als stetig voraus, so wird 
bei abnehmenden q rechts der Grenzwerth S(£j, . . . g») vor das Integral 
gezogen werden können, und 

lim J = lim I dv 

wird den Inhalt des Integrationsgebietes bei verschwindendem q be- 
zeichnen. Dann entsteht 

]im ~j I dv ' JPot{Zij . , , Zn) = — S3rß(Su •••$»)• 

Wüsste man nun, dass ^Pot(^,, . . . ;?„) gleichfalls in der Um- 
gebung von (tk) stetig wäre, so würde aus dem Integrale wieder 
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^Pot (5,, . . .) heraustreten, und der Restfactor gäbe den Wertli 1. Dies 
würde uns dann auf die Formel 

(10) ^;Pot(g,, ...tn) syfi(t„ ... 5«) 

zurückführen. 

Der hier gegebene Beweis des Poisson'schen Satzes ist unab- 
hängig von der Voraussetzung der Differentiirbarkeit von Ä geführt. 
Dagegen war die Voraussetzung der Existenz und der Stetigkeit von 
^Pot nöthig. Dass das Eine und das Andere aber wirklich zutrifft, 
lässt sich rein mathematisch wohl nicht beweisen. 



§9. 

Wir kommen jetzt zu dem bereits angekündigten dritten Beweise 
der Formel (10). Die Verwendung der Clausius* sehen Coordinaten 
zeigt sich hier als sehr zweckentsprechend (vgl. S. 43). 

Wir denken uns den Punkt (0 innerhalb i^o(j8fJ, . . . z^) < und 
verbinden ihn durch eine lineare Mannigfaltigkeit 

^*==^+^fe-^) (*J = l,2,...n) 

mit einem willkürlichen Punkte (ßP) der begrenzenden Mannigfaltigkeit. 
Geht dann t von bis 1, so durchläuft (z) den „Strahl", welcher durch 
die Punkte (g) und (s^) bestimmt ist. Die neuen Coordinaten sind also 
die (n + 1) Grössen t und ^, . . . ;2?J; aber zwischen den letzten n Grössen 
findet die Gleichung -Fo(^> • • • ^) '^^^ ^ statt. Diese (w + 1) Variablen 
sind die, welche wir früher als Clausius'sche Coordinaten eingeführt 
haben. Zunächst ist die Functionaldeterminante zu berechnen. Es wird 

dz^ = (t, - ^^dt + (1 - t)d^, (Ä = 1, 2, . . . n) . 

Wir betrachten jetzt rf^J, d^y . . . di^^__^ als imabhängige Incremente 
und dz^^ als von ihnen gemäss i^o(^> . . . ^s:^) = abhängig, so dass 

dz, = (g, - ^)d^ + (1 - i)^l''l dzl 

wird. Für die Umformung unseres Litegnds brauchen wir den Werth von 
■C, -Ä^, 1-t, 0, ... 

iS, -4, 0, 1-^, ... 

&,_,-««,_,, 0, 0, ... 1-t 

OZ CZ\, oz^ 

L -< , 0-0,;, (1-0^7:, ...(i-o,-.r- 

cz^ cz^ cz^_i 
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Behaudeln wir diese wie schon mehrfach ähnliche Determinanten, dann 
folgt diis Resultat 



(1 — 0'-' 



cz. 



§.-^»-2(5*-^) ä;h 



inier es ergiebt sich wegen 

;\ls Werth der Functionaldeterminante: 

n 

.^L(i_^),-i^(g,-<)F„,. 

Dies wenden wir zur Transformation irgend eines ^j-fachen Integrals 
au und erhalten unter Benutzung von (4) Vorlesung 15, § 4 



/ 



( '■o < 0) 

/**M/; 4 /(?, - ■ -), . . .)(1 - O'-'Ji' {k - ^dPon ■ 4^ dt ■ 

Aus eintMU SpeeiaUaUe ersieht mau, dass das Vorzeichen der Functional- 
dotonniuante richtig gewählt ist. 



§ 10. 

hieMo 'rransFiiruuition wenden wir auf die Ableitimg des Potentials 
Uli; eM folgt 

(A;.(ty. ...)<u) 

(^a-'j\. ) -0; <=.(0...l)) ® 



\\»»Im»I 






5 c-1 - «•' 



n 



(1 - 0' 



uoMi>l/.| Im! Pun Wichtige dieser Umwandlung liegt darin, dass der 
|iih«M»»»"'l I''*''' *'*'" VwvioY (^1 — /) im Nenner nicht mehr besitzt, also 
l„, / I mold ^\» wird, ausgenommen wenn (g) auf Fq = liegt. 
|i.i.i \s\AU^\\ \vir uher aussehliessen. Da ferner 



V, 



Hi 
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ist, so kann man die obige Formel 

(12) i>üt.a) = Au(i - tx + <£., • • •)?*2' (^A--i)-^'ö*|-" '^^ 

(f„uO ...sO) = 0; r = (0...1)) 

schreiben. Wir wollen dies noch einmal nach g* diflterentiiren; weil 
nun ^it iu ^ und 5}J vorkommt, so müssen wir wieder unsere frühere 
Voraussetzung von der DifiFerentiirbarkeit der Dichtigkeitsfunction Jl 
aufnehmen. Es tritt dann unter dem Integralzeichen als Integrand die 



Summe 



n 



m,{{\ - tx + tt,, . . .)^t^ a* - ^)F,, i 



+ s{(i - tx + n^,.• -n,,^ a, - ^)f,, y 

1 
auf. Berücksichtigt man, dass erstens 

^0 1 

und dass ferner 

1 
wird, so ergiebt sich 



^pot,a) =J'|^ tdt • ^2' (^ - 5*)^''«* 's 






n 

dw 
1 

n 



(i';(/)=o, <=(o...i)) 






1 

n 



• 



Hier tritt also Ä von selbst aus dem Integrale heraus, und auf das 
zurückbleibende Integral können wir das Resultat (7) des § i) an- 
wenden; das führt uns dann auf die Formel 
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z/Püt,(ö = — ®Ä(g„...s.) 

zurück, wenn wir wieder, wie oben, für Punkte (g) die ausserhalb 
F„ <.0 liegen, Ä(g„ . . .) = setzen. 

§ 11. ' 

Der soeben vorgetragene Beweis zeigte die Wirksamkeit der 
Clausius'schen Coordinaten insofern, als die etwas künstliche Be- 
nutzung der partiellen Integration vermieden worden ist; die frühere 
Voraussetzung über die Diflterentiirbarkeit von ft ist aber geblieben. 
Wir wollen jetzt auch diese beseitigen, oder vielmehr, sie durch eine 
etwas weitere Voraussetzung ersetzen. Dazu fuhren wir die Function 



T 

ß 





mit variabler oberer Grenze t ein. Setzen wir hier f^ — x?J = f ^ und 
für t das Product tq, dann entsteht 

t 

Q 

q J'^. ..,«« + 2«£;, . . .)dt = W(t, n , 



und weil die linke Seite auch 
ist, so wird 

^(rg, n = g n^y g'g) 

als Folge davon, dass t unter dem Integral nur mit 5' multiplicirt 
vorkommt. Setzen wir in der letzen Gleichung r = 1 und ^ = r, so 
wandelt sie sich in 

um, und die Differentiation nach gl ergiebt 

'p-,(t,n=t«'p-,(i,rn. 

Hieraus geht einerseits sofort durch Summation 



n 



hervor und andererseits, wenn wir die letzte Formel fiir ?P'(r, g') nach 
T differentiiren, 

Die beiden letzten Resultate geben durch Vergleichung mit einander 
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n 

(13) *=' 

Wir gehen nun zur Gleichung (12) des vorigen Paragraphen zurück 
und führen darin die Integration nach t aus. Das ergiebt 

/ » 
1 

(Fo(.J, ...«J = 0;t=l) 

Diese Gleichung diflFerentiiren wir nach t^ oder, was dasselbe bewirkt, 
nach ^i. Dadurch entsteht 









0* @ 



Summiren wir nun nach i von 1 bis n, so fällt wegen 2^kk = 
das mittlere Integral fort. 
Im ersten setzen wir 



%{A ö = - ^' 



T 



und erhalten 



./Pot(o =/2' ^,(r, nf:2'K - ü^o* ^ 



n 
Ä = l 



+frpiT,n^%i^,t)Fo 



Wenn wir hier auf das erste Integral die Formel (13) anwenden, r' 
unter die zweite Summe ziehen und dann in ihr 

— l^ = -4 durch $,(^,0 

7* T 

ersetzen, dann entsteht aus der letzten Formel 
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n 



OA 



6" 



(F, = 0; r=l) 



Aus der Definitionsgleichung für 'i*" ergiebt sich für den Klammer- 
ausdruck der constante Werth 

imd so entsteht endlich wieder 

^j^^ J Pot (g) = ft(gx, . . . g.)/^ ?* J'o* ^ {F, = 0) 

An die Stelle der Voraussetzung über die Diflterentürbarkeit von Ä 
ist hier die entsprechende bei ^, d. h. bei der durchschnittlichen Masse 
jeder von (J) nach Fq = gezogenen geraden Linie getreten. Dabei 
kann man sich die Umgrenzung j?Jj = durch eine andere beliebige 
ersetzt denken, und die angegebene Voraussetzung besteht nur darin, 
dass mindestens für eine Art der Umgebung des Punktes (g) die 
mittlere Dichtigkeit in den vom Punkte ausgehenden, bis zur Be- 
grenzung der Umgebung gezogenen Strahlen differentiirbar sei, und 
diese Voraussetzimg erscheint wesentlich geringer als die Gauss 'sehe, 
dass die Dichtigkeit im Punkte (g) selbst nach allen n Variablen diflFe- 
reutiirbar sein soll. 

Der Gedanke, der dieser Voraussetzung zu Grunde liegt, ist den 
umfangreichen Arbeiten von Clausius entnommen. Clausius schliesst 
den Punkt (g) durch eine sphärische Mannigfaltigkeit aus; wir sahen, 
dass wir diese Einschränkung nicht zu machen brauchen. (Vgl. BerL 
Monatsber. 1891; 30. Juli; S. 881—890.) 

§ 12. 

In noch befriedigenderer Weise gelangen wir zum Ziele, wenn wir 
statt des Theorems für z/ Pot (g) ein analoges Theorem für die Summe 
der zweiten Ableitungen des Potentials zweier Mannigfaltigkeiten auf 
einander liefern und dies dann specialisiren. 

Es beruht ja überliaupt nur auf einer Abstraction von der Wirk- 
lichkeit, wenn man von der Anziehung eines Punktes durch eine Mas.se 
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spricht. Naturgemäss ist allein die Behandlung der gegenseitigen An- 
ziehung zweier Massen durch einander. Der mathematische Grund 
jener Abstraction ist lediglich in der analytischen Schwierigkeit des 
allgemeinen Problems zu suchen. Deswegen schickt man seiner Be- 
handlung die Lösung des einfacheren und leichter zu bewältigenden 
voraus, die Wirkung einer Masse auf einen „materiellen Punkt" zu be- 
rechnen. 

Allgemein können wir das Problem so fassen: Wir denken uns 
den ganzen unendlichen Raum zwei Mal mit Masse belegt, das eine 
Mal mit der Masse ^, das andere Mal mit der Masse ^\ Im zweiten 
Falle denken wir ims weiter den unendlichen Raum abhängig von einem 
Punkte (5), der seine Lage gegenüber dem mit der Masse Ä belegten 
Räume ändern kann. Mit der Bewegung des Punktes (J;) ändert sich 
das Potential der beiden Räume auf einander. DiflFerentiiren wir dieses 
Potential nach (g) zweimal imd bilden das z/ des Potentials, so gilt 
der Satz 

wobei das Integral über den ganzen unendlichen Raum erstreckt ist. 
UeberaU da, wo das eine oder das andere S verschwindet, ist das Ele- 
ment des Integrals gleich Null. Man brauchte die Integration also 
nur über die Stellen zu erstrecken, für welche in beiden Räumen Ä 
und Ä' gleichzeitig von Null verschieden ist. Der Einfluss des (J) liegt 
im Ausdrucke von Ä'. 

Bei diesem Satze ist keinerlei Voraussetzung über S oder ft' nöthig; 
das kommt daher, weil hier nicht schon die zweite Ableitimg des 
Potentials nach (J) sondern erst die vierte unstetig wird. 

Auf diesen Satz wollen wir aber nicht eingehen; denn die Be- 
trachtung der Producte zweier Dichtigkeiten erscheint nicht natürlich. 

Wir beschränken von vom herein die Ausdehnung der beiden 
Massen M und M' auf die endlichen Gebiete 

Fq(z^, . . . Zn)<0 imd bezw. Fq(js[^ ...;?«')< . 

Femer lassen wil* zwar die Dichtigkeitsfunction Ä von M allgemein, 
setzen aber fest, dass ß' für M' den constanten Werth 1 besitzen 
soll. Die Masse M nehmen wir als fest mit dem Coordinatensysteme 
verbunden an, während M' im Räume beweglich sein soll; zu einer 
beliebigen Zeit möge es durch F^Q^i, , , . Zn) <0 bestimmt sein. Es 
reicht für unsere Zwecke aus, die Bewegung von M' lediglich den 
Coordinatenaxen parallel anzunehmen; denn wir wollen nachher Jf' 
unendlich klein werden lassen. Durch diese Voraussetzung macheu 
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wir den Ort von M' von den Werthen Si? • • • S* ^i^r Coordinaten eines 
bestimmten Punktes (g) von Jf ' abhängig imd wir können diesen Ort 
als durch die Ungleichung -Fo(^i + g,, . . . ^^ + &,) < bestimmt an- 
sehen^ wo jede Coordinate Zx der Punkte von M' in ihrer Anfangslage 
um dieselbe Grösse £i vermehrt werden muss. 

Dann handelt es sich bei unserer Untersuchung um das Integral 

(14) / (»-2)(j'('.-.i')' 

(^oWt ••)<0; Fo(»i4-Ci, ...)<0) 

welches die Erweiterung von (11) reprlisentirt. Die Integration erstreckt 
sich jetzt über zwei n-fach ausgedehnte Gebiete. 

Der Ausdruck (14) muss, damit wir zum Potential gelangen^ nach 
Ji zweimal diflferentiirt werden. " 

Setzt man zunächst ^t + S^t == z'ky so hängt die Gebietsbestimmung 
nicht mehr von den &b ab^ so dass man bei der Differentiation des 
Potentials nach ^ nur das Integral selbst zu differentiiren hat. Ist 
dies geschehen, dann setzt man wieder rückwärts 8k ein, und erhält so 



- - o.^ =— / -— r(^ — ^A + &) 



dl 



k 




n 



(äj, . . . zjdvdv' 




n 

T 



(Zk — 0k) ) 



(f'Xi'l, . . •) < 0; FQ(tl +^i, . . .) < O) 

und nun differentiirt man nochmals nach &t, mdem man davon Gebrauch 
macht, dass ^k nur in der Gebietsbestimmung vorkommt. Wir wenden 
da])ei die Formel (2*) aus § o der fünfzehnten Vorlesung an. So resultirt 



. .2 - =/^(^l7 • • '0n)aV 



ih - «i)^ot dw' 



und durch Suimnatiou folgt 






n e' y 
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^ (i^o('i »•••)< o) (^o('/4- Ci , . . .)=o) 

wobei natürlich (S. 269) 

d^{z, z) fU 



^^' "^Zj dz' @' 
1 * 



zu denken ist. Unter Benutzung von (7) entsteht hieraus 

^;Pot(J[f, Jf' ; t) =J^{z,,...gn)dv . |- {sgnFo(^, 4. g^, ...) _ 1} 

(^o('i. ••'«)< 0) 

oder, da der letzte Factor nur für alle Punkte von jPo(^i + 5i,--) "^ ^ 
von Null verschieden und zwar gleich — 2 ist, 

* 

(15) Ji Pot {M, M'; = — S^/äC«! ,...en)dv, 

F.(f,, . . .) <0; *-.'(», + C,, . . .) <o) 

d. h. „sind zwei Mannigfaltigkeiten, M mit der Dichtigkeitsfunction S 
„und M' mit der Dichtigkeitsfunction Ä'= 1 gegeben, von denen die 
„erste ruht, und die andere sich in Beziehimg auf ein festes Coordinaten- 
„system nur parallel den Axenrichtungen bewegt, dann wird das J ihres 
„Potentials, nach der Lage der beweglichen Mannigfaltigkeit genommen, 
„gleich dem Producte aus ( — ^) und dem über das gemeinsame Gebiet 
„beider Massen erstreckten Integrale, falls man diesen Bereich mit einer 
„Masse von der Dichtigkeit ^{z^^ ... ^«) belegt/' 

Da hierbei die Differentiation nach den stetig sich ändernden 
Lagen ausgeführt wird, so bedarf man keiner weiteren Voraussetzung. 

Wir wollen jetzt M' zu einer sphärischen Mannigfaltigkeit werden 
und ihren Radius q nach Null gehen lassen. Gesetzt nun, man 
dürfte 

(16) Hm (^if Pot (Jf , Jf' ; Ö) = z/; (lim Pot {M, M'-, £)) 

setzen, dann würde die Vergleichung von (14) und (11) zeigen, dass die 
Klammer auf der rechten Seite dabei in das Product aus Pot ( Jf ; 5) und 
dem Volum der sphärischen Mannigfaltigkeit mit dem Radius q über- 
geht. Die linke Seite der letzten Gleichung würde durch Vermittelimg 
von (15) das Product aus ( — wS) und demselben Volumen geben. 
Somit ginge, wenn man das, den beiden Seiten gemeinsame Volumen 
weghebt, (16) in (10) über. Die Schwierigkeit, von (15) zu (10) als 
Grenzfall zu gelangen, liegt daher wesentlich in dem Beweise von (IG). 

Kroneoker, Integrale. 19 



yjiO ^-ha^hÄte Vorlesung. 

IVi* iluivh ^l^'i gelieferte Satz ist das eigentliche Haupttheorem. 
|iu bulU^ ücH Kaumet^, deuijeiugeii» mit welchem die Physik es über- 
\iik\\\*i uui: &\x thou hat^ ist ja uie toxl wirklichen Massenpunkteu 
H^itdccu liuuiei' uur xoa MüLSseu die Rede, welche beliebig klein 
\^i>Adcii ^öuiivN. Bleibe man dementsprechend auch in der allgemeinen 
'thiH»ito boi den !ttiisseu stehen« so treten, wie man sieht, die Schwierig- 
k^'il^'^it v;«ii nicht ;iut\ die wir bei der Berechnung des ^ für das Potential 
i^niiu Mujiiii^ttJtigkeit auf einen Punkt fanden. 




Siebzehnte Vorlesung. 



Darstellung einer Function durch <J und ihre Begrenzungswerthe. — Hauptformel. 
— Unstetigkeit der Potential- Ableitungen. — Green* sehe Form der Begrenzungs- 
gleichungen. — Green 'sehe Function bei sphärischen Mannigfaltigkeiten. -— Ein- 
führung von Polarcoordinaten. — Entwickelung nach Eugelfunctionen. 



§1. 

Wir wenden uns jetzt zu der in der fünfzehnten Vorlesung am 
Ende des sechsten Paragraphen besprochenen Aufgabe: „eine Function 
„zu bestimmen, deren Werthe auf der Begrenzung einer n-fachen sphä- 
„rischen Mannigfaltigkeit, und deren /l für alle Punkte innerhalb dieser 
„Mannigfaltigkeit gegeben sind." 

Dabei knüpfen wir an die beiden, im Vorhergehenden abgeleiteten 
Formeln an (vgl. S. 276, (9) und S. 263, (7)): 

-f^^k^kdv +J^^^dw+^(1 - sgn 1^0(0) ^5(0 = 

(^o < 0) (*o=0) 

und 

/^ 0* W^dv + I yrJOdv — j Wdt^dw = . 

... J, (»•o<0) (F.=0) 

In die zweite Formel setzen wir für O und W bezw. 5 ^^'^ ¥ ein; 
addiren wir dann das Resultat zur ersten Gleichung, so ergiebt sich 

' |(l-sgni^oa))S^S(0 
= -J^ßJ^dv -J^^pdw+f^'Spdw, 

also eine Formel, in welcher das, der Berechnung besonders unzu- 
gängliche Integral 






nicht mehr vorkommt. Setzen wir über die Function (5(~. > • • • -O 

19* 
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ähnlich wie bei der Dichtigkeitsfunction Ä voraus, dass ihr Werth für 
jeden Punkt (js) ausserhalb des Bereiches Fq<,0 gleich Null sei, dann 
können wir (1) kürzer in der Form 

(1*) - 5^5(0 =h^%dv +f%^pdw -h^.dw 

(Fo<0) (/^o=0) ?Fo=.0) 

Hchroiben. Diese Hauptformel rührt von Green her. 

§2. 

« 

Ersetzen wir in (1*) die Function § durch die Dichtigkeitsfunction 
Jl, dann enthüllt die Gleichung eine der wichtigsten Eigenschaften der 
n - fachen 1 'otentiale. 

Die auf ihrer linken Seite stehende Function ist eine stetige 
Function von (f), so lange dieser Punkt sich nur innerhalb oder nur 
auHHorhalb Fq < bewegt; bei jedem Ueberschreiten von 2^^ = hin- 
gegen tritt ein Sprung von der Grösse +23^5 auf. Es muss also 
auch rechts in (1*) eine Unstetigkeit vorkommen. Das erste Integral 
kann als Potential einer n-fachen Mannigfaltigkeit mit der Dichtigkeits- 
function zi5 aufgefasst werden, das dritte als Potential einer (n — 1)- 
fachen Mannigfaltigkeit Fq = mit der Dichtigkeitsfunction J^ . Nach 
§ f) der vorigen Vorlesung sind beide Integrale überall stetig. Folglich 
kann die Unstetigkeit der linken Seite nur vom mittleren Integrale rechts 



f&^,dw=^f^^i,,t)di 



Htammen. Dies muss sich um + ©•^(5) ändern, wenn (J) die Mannig- 
faltigkeit i^o(^; • • • O *" ^ passirt. ,yEs ist also die nach der Normalen- 
,,richtimg genommene erste Ableitung des selber noch stetigen Potentials 
fff^^dw einer (n — 1)- fachen Mannigfaltigkeit jPq = nicht mehr 
;,Mtetig; durchsetzt man Fq = in einer Normale, so ändert sich das 
„Potential um das (+ S3r)-fache der Dichtigkeit des getrofiFenen Punktes." 
Huini Massenpotentiale werden erst die zweiten Ableitungen unstetig. 

§3. 

Wir können (1*) zur Lösung folgender Aufgabe benutzen: „Es 
„Holl «»in«» Function t5(^,,..v^«) innerhalb des Bereiches jP^ < ana- 
„lytiHch dargestellt werden, wenn auf der Grenze 1^^ = ihre Werthe 
ffi^i^lf • • • %) hekannt sind; wenn femer im Innern die Werthe von 

,,gnf(ob<«n Hind; und wenn man endlich für die Grenze des Bereiches 
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„die Werthe von %p, d. h. die Ableitung von 5 ^^^"^ ^^^ Normale 
„kennt." Hier liefert dann (1*) die Lösung der partiellen DiflPerential- 
gleichung (2) von der zweiten Ordnung^ für welche gewisse Grenz- 
bedingungen vorgeschrieben sind, und eine solche Lösung ist bemerkens- 
werth, da derartige Probleme im Allgemeinen sich noch der analytischen 
Behandlung entziehen. 

Die eben gestellte Aufgabe ist aber überbestimmt; denn die letzte 
Forderung . führt die von den beiden ersten Daten nicht mehr unab- 
hängigen Werthe von a-- ein. Sie muss also weggelassen werden, und 

die Frage taucht dabei auf, wie man aus (1*) das von 5p abhängige 
Glied wegbringen kann. Diese Frage ist Gegenstand der eingehendsten 
Untersuchungen geworden; Carl Neumann hat ihr eine Reihe wichtiger 
Arbeiten gewidmet, in denen er eine ATi7Ahl schöner Resultate ableitet; 
allein die allgemeine Frage hat er nicht erledigen können. Auch bei 
Green kommt bereits ein ausgezeichnetes Resultat vor. Wahrscheinlich 
ist die Frage in voller Allgemeinheit überhaupt nicht lösbar. 

Wir wollen die Sache von folgendem Gesichtspunkte aus betrachten. 
Man spricht immer von „dem*' Bereiche i^o < und von „der" Um- 
grenzung Fq = 0. Nun ist es ja ganz richtig, dass das Gebiet wie 
die Umgrenzung desselben geometrisch eindeutig bestimmt sein müssen; 
aber wenn wir an die analytische Behandlung der Aufgabe gehen 
wollen, dann kann die analytische Darstellung der Begrenzung nicht 
entbehrt werden, und diese Darstellung ist auf unendlich viele Arten 
möglich. Welche von diesen ist für imseren Zweck nun die geeignetste? 
Wir können die Frage so wenden, dass wir diejenige Darstellung für 
die Begrenzung suchen, bei welcher gerade das uns unbequeme Lite- 
gral in Wegfall kommt. 

Um dies zu erreichen, nehmen wir eine vorläufig unbestimmte 
Function G der ss und g, welche im Innern und auf der Begrenzung 
des Gebietes endlich, stetig und diflferentiirbar sein soll, und setzen in 
die zweite Formel des ersten Paragraphen statt «P und 'jP* zuerst 5 
imd G und darauf G und 5 ©in. Dann entsteht 

/2 2f*^*^^ =^f%^Gdv -jG,%dw 



(/•o < ü) 



J GJ^dv—J^j,Gdw, 



und also 

=^JGJ%dv — f%JGdv +J^Gpdw — f^pGdw. 

(^o<0) iZ-o^O) (/-o^O) (n=ü) 



+/s 



j;ij4 Siebzelmle Vurledung. 

Siilitmliirt man diese Gleichung von (1*), dann resultirt 

(V„<ü) (/^o=0) (f-o^O) 

JGdv, 

ll'o < 0) 

Itt^^im wir also der Function G(js, i) die beiden Bedingungen auf: 
I ) duNN aiil* dt^r Mminigfaltigkeit i^^ = stets G = ^ sei, oder was 
daNNidlin htmugt, dtiss durch die beiden Gleichungen 

(J») J<U^^O = und G^o(AO-*(AÖ = 

daHHnlho Gebihlo dargestellt werde; und 2) dass 

(4) J.G{z,i) = (F,<0) 

m^\f dann liolort die obige Gleichung die Darstellung von $ in der Form 

(ft) 05(J) - / (^ - G)J^dv + /g(?ßp - G,)dw . 

Wi(^ uuui sieht, sind die der Function G auferlegten Forderungen 
(i\) und (4) von gegebenen Werthen för 5 unabhängig, denn sie knüpfen 
Ituliglioh IUI das Gebiet Fq < an. 

Eine solche, durch (3) und (4) bestimmte Function G nennt man 
t»in« Green'sche Function, wofür wir wohl besser eine Green'sche 
Form der Begrenzungsgleichung sagen. Sie lost die gestellte 
Aufgabe für das Gebiet F^ bei jedem 5; aber freilich ist das Problem, 
(r zu finden, nicht minder schwierig als das ursprünglich gestellte. 
In solcher Weise lasst sich die Natur nicht überlisten. Für sphärische 
Mannigfaltigkeiten kann man eine elegante Losung geben, aber für 
weitere, selbst für ellipsoidische ist diis bisher noch nicht gelungen, und 
dies kommt daher, dass das Potential seinem ganzen Wesen nach auf 
sphärische Mannigfaltigkeiten zugeschnitten ist. 

Dio sphärische Mannigtaltigkeit F,<CO^ fiir welche wir die Green'sche 
l«\inclion suchen, sei durch 

1 

httgiMMiKt, Kinon Punkt innerhalb l>ezw. ausserhalb der^ben bezeichnen 
wir duivh \ii) bezw. ^^r^^ wo dium entsprechend 
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n n 

^tl = Q'<B' oder 2 f;» = p'* > E-* 

1 1 

ist. Jedem Punkte (f*) wollen wir einen Punkt (f^.) in der Weise zu- 
ordnen^ dass 

qq' ^ R^ und 9ti = 9'6fc (Ä = 1, 2, . . . n) 

genommen wird. Diese Art der Zuordnung durch reciproke Radien- 
Vectoren ist von William Thomson (Liouville Journal 1846) erdacht 
uriä durchgeführt worden. Dann ergiebt sich 



1 1 

w n 

2'(^ - Q' = B* - 22'<g; + 9'^ 



n 



^-2^2'^f* + p" 



* 1 



Ji''-2?;2'^?*+''' 



9 ^KmJ K 'K * Q' 






« 1 



« — 8 



und also wird 

(^(*2-t,)') * 
Wir erlangen demnach als Green*sche Form der Begrenzungsgleichung: 

denn in der That ist 1) J.G = 0, weil in J,'^{z,i') der Punkt V 
ausserhalb der sphärischen Mannigfaltigkeit liegt; und ferner ist 2)' der 
letzten Gleichung gemäss G{(f*, 5) = ^(«*, g) für F^ = 0. 
Gehen wir also damit in unsere Formel (5), so entsteht 
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(6) W ' 

-/S |^p(A S) - (f )" *^p(A O) rf«'; 

(i.f-) 

und damit ist die Losung des gestellten Problems geliefert. Diese 
Formel kann dadurch noch etwas umgearbeitet werden, dass wir 
für die im zweiten Integrale stehenden Zeichen ihre Werthe einsetzen. 
Es ist 

*p(A S) - (f )""U(^, O -2 1**(^' - (fr **(A O)-^ • 

Hierbei wird 



1 






und also geht die letzte Summe in 



2 ((!)■■ 

1 

1. 


( Ji'(-lJ ■ 




-2- 


-f» 


1'* 


(i(^2- 


- t*)*) * 


B 


y9\4- 

24' 


- ?*> - 24*1 




-2 

• 

24 






(?' — 24' 


3f 

1 




p'-24' 


1 








und (^0) in 
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über. Von der Formel (6) kann man durch Vertauschung von i mit 
^ zu einer andern für 5 (£') gelangen, wobei dann aber das Integrations- 
gebiet das Aeussere der sphärischen Mannigfaltigkeit ist, 

(6*) \i / 

und die entsprechende Umwandlimg von (6*) führt auf die Formel 

35(0 

Die Gleichungen (7), (7*) lassen sich eleganter so schreiben: 






(8) 



n — 2 



'*/ n— S »—2 






wobei 



2^1 < Siebz«;hnU; Vorlegung. 

1 1 

Kuhinihirt iiian die zweite der Gleichungen (8j von der ersten, 
^Uiuu itrhiiM man eine neue Gleichung 

/•/ n— ~5f n—t 



+ 



{v\-V'^M^-'f). 



in w«fh'.h«*r diiH ernte Integral über die gesammte n- fache Mannig- 
liilti|<k<iity (laH '/weit«5 über V^erJ = JR^ zu erstrecken ist. Für die 
Onlti|<knit dnr Formel ist nur vorauszusetzen, dass % und J^ überall 
ntntig, niidlich und eindeutig seien. 

§5. 

.lot/i wolltwi wir aus den orhuigten Resultaten Folgerungen ziehen, 
und wandi^ln in der Formel (7) das letzte Integral rechts durch Ein- 
tragung von Polarcoonlinaten um, indem wir für Ä = 1, 2, . . . n 

n n 

1 1 

setzen. Zugleich wollen wir djis Oberflaehenelement der Einheitssphäre 
JifjjJ =* l durch dw^^^ bezeichnen, so dass 

winl Dadun'h geht 

r- in J»'» — 2pi?2"*'* + 9* 
ttlier, uiul ulso entsteht bei der Kinttihrung von rfir^'* 

Lieijt nun Rlr ^"^ ^*i»i^* Function [v vor, deren J im Inuem von 1\> < 
\oiNvh\vindet^ daiui fallt du* en>ie Integral rwhts in \J) fort, und man hat 
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(1) 



^ 5(5) = (i - ii) f— ^''^'' ^'^ 



n 



(i - 2 A j-«,«, + ^:) 



(10) ,,»_,. /-sc.?.....:)-^« (^g = ofüri<;<()). 



* 7 ( 



(^('2-£*)') 

Genau ebenso können wir, falls z/g nicht im Innern sondern im Aeussern 
von jPq < verschwindet, von (7*) ausgehen, benutzen dann die Be- 
ziehung 

n 
1 

und gelangen zu 
(Kl*) . 



n 
8 



Die Formeln (10), (10*) gewähren die Möglichkeit von Reihen- 

1 



entwickelungen nach Potenzen von ^ bezw. -r- Man sieht, dass es • 



sich dabei um Entwickelungen von der Form 



n 



(1 - 2ps + 1)«) » =2' 9'*(«)i'* 

0,1,»,... 

handelt. Unter Einführung der q)k folgt aus (10) 

qp _ n 

(1 1) ETgf(5) = (l - _^;)2' Q) / U2 «*^*) •'5(^«n • • 0'^«'"' , 

d. h. die Eutwickelung nach „allgemeinen Kugelfunctionen". 

Wir hatten die Formel (10) unter der Voraussetzung m > 2 ab- 
geleitet. Das erhaltene Resultat gilt aber, wie sich nachweisen lässt, 
auch noch für « = 2. In diesem Falle wird ST == 2flr, und wenn man 

x^ = II cos w, j/'^ = li sin w; 5 = (> cos ^7 iy = (> sin « 
setzt, dann resultirt 
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(12) 2^^iQ cos a, p sm a) = (E' - p«)J ^ aü^Tos («T- „)+-,• ' 



oder, wenn man qR statt 9 einführt , 

/io\ o CK/ ü T> • \ /1 ov /* g(Ä C08W, B 8mu)(lu 



Dies ist ein Poisson'sches Integral. Es stellt die Function ^ im 
Innern eines Kreises durch die Werthe der Fimction auf seinem Um- 
fange dar, falls z^5 ™ Innern des Kreiseä gleich Null ist. Die prin- 
cipielle Aehnlichkeit dieses mit dem Gau chy 'sehen Integrale ist un- 
verkennbar. 
Nun ist 



00 



also wird 

und so ergiebt sich 

2x%(qB cos«, qR sin«) 



-^ r 7-^ — r— j — i = 1 + ^, 2 COS (w — a)m • p"*, 

1 — 2q cos (u — a) + 9* ' ^J ^ / sr 7 



ift ^ 2Jt 



= / i^(Rcosu, RsirLu)dU'\'2 ^, q"^ I cos(u — a)w-5(-Rcosu, Bsmu)du, 

Aus (5) im § 9 Vorlesung 3 ist zu ersehen, dass die für die 
Gültigkeit von (10) nothwendige Bedingung z^5 = stets erfüllt ist, 
wenn die Function 5 von zwei Variabein x, y eine Function der com- 
plexen Variabein X'\-yi wird. Es ist also genau vne beim Cauchy'- 
schen Integrale so auch hier auf Grund der Integraldarstellimg eine 
Reihenentvnckelung möglich. Bei n = 2 treten, wie wir sehen, als 
Coefficienten der Entwicklung trigonometrische Functidften auf; im 
allgemeinen Falle erscheinen dafür sogenannte allgemeine Kugel- 
oder Laplace'schß Functionen. (Vgl. Heine, Handbuch der Theorie 
der Kugelfunctionen.) 

Hier wollen wir nur noch mit einigen Worten auf den Fall n = 3 
eingehen. Setzt man, wie dies gewohnlich geschieht. 



00 



Y =^y] 1)^ P^*\cos a) (i>< 1) , 



(1 — 2p cosa + p^)^ 

80 dass P^*'> die x*® Kugelfun ction bedeutet, dann liefert die Differen- 
tiation nach p 
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OD 



COS a — p ^S^^A^x— 1 



=^ xi)''-iP<''> (cosa) , 
(l — 2p cosa + p^y 



.«\« ^ 



« 



p (cos a — p) '^ ^ -D/-^ / \ 

^' ^' y =^ xp''P<*) (cos«), 

(1 — 2p cos a + p*) * 

und wenn man das Doppelte dieser letzten Formel zur ersten Ent- 
wickelung addirt, dann erhält man 



l-p« 



8 



•^ (2x + l)p^P^^^(cos a) , 



(1 — 22? cos« +|)*)* ^ 

wodurch die Entwickelung für n = 3 geliefert wird. Durch weitere 
Differentiationen lässt sich der Zusammenhang der Entwickelungscoeffi- 
cienten für höhere n mit den einfachsten Kugelfunctionen herstellen. 




Achtzehnte Vorlesung. 

• 

Charakteristische Eigenschaften der Potentialfunctionen. — Natürliche Begrenzung. 
— Verhalten der Potentialfunction im Unendlichen. — D-iric hie t 'sehe Be- 
dingungen. — Verification des Potentialausdruckes einer nicht auf ihre Haupt- 

axen bezogenen ellipsoidischen Mannigfaltigkeit. 

§ 1. 

Im Jahre 1846 veröffentlichte Dirichlet im 32. Bande des 
Grelle 'sehen Journals (S. 80 — 84) einen Aufsatz: „Sur im moyen 
general de verifier Texpression du potentiel relatif a une masse quel- 
conque homogene ou heterogene''. Er definirt darin eine Potential- 
function als ein Integral 

(1) Pot it)=f^{^m^yt)dw 

Fo(z) < O) 

und führt drei für ein derartiges Potential charakteristische Eigen- 
schaften an. Es war dies das erste Mal^ dass eine Fimction in solcher 
Weise charakterisirt wurde. Damit war dann ein expedites Mittel ge- 
funden, um Potentialausdrücke a posteriori als solche zu verificiren. 

Wir schlagen zur Erreichung eines Systems von charakteristischen 
Eigenschaften für das Potential den folgenden Weg ein. 

Wir hahen in der fünfzehnten Vorlesung gesehen, dass unter ge- 
wissen Voraussetzungen über die Differentiirbarkeit von fi 

z^Pot(e) = — aTft(0 
also auch 

J Pot (äT, ^ . . . Zn) = Sf fi(;?i ,' * ' 0*) 

m 

ist. Tragen wir dies in die Definitionsgleichung (1) des Potentials ein, 
dann entsteht 

(2) i5 Pot (Ö = — y ^ Pot (z)Sß(z, i)dv , 

und ersetzen wir hierin die Bezeichnimg Pot(£) durch die Functional- 
bezeichnung 5(£)> ^^ erhalten wir 

(3) ©5(0 = -j'j%{z)^{z, %)dv . 
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Diese Gleichung ist charakteristisch für das Potential des Körpers FQ<iO 
bezogen auf den Punkt (g). Denn gemäss (1) stellt sich g(£) als das 

Potential des Körpers 2^^ < mit der Dichtigkeitsfunction — ~^ ^ti(ßÖ 

dar. Nehme ich nun noch an, dass die Dichtigkeit für die Punkte von 

Fq'^0 verschwindet, dann lässt sich das Integral über die ganze w- fache 

Mannigfaltigkeit ausdehnen, und wir erlangen die für eine Potential- 

fxmction ^ charakteristische Gleichung 

* 

(3*) S^Sa) = -J'jW^)Sßiz, t)dv, 

wobei das Sternchen am Integralzeichen andeuten soll, dass die Inte- 
gration über alle Pimkte (z) der Mannigfaltigkeit erstreckt wird. 

Andererseits hatten wir für eine beliebige Function 5 im ersten 
Paragraphen der letzten Vorlesung die Gleichung 

(4) a,gf(Ö = -J^%(z)^{z, i)dv -J%^,dw +f^^pdtv 

(fo<0) (^0=0) (Fo=:0) 

gefunden. Es handelt sich nun darum, zu untersuchen, wann (4) in (3*) 
übergeführt werden kann, d. h. wann 1) das Gebiet J?{j < in (4) bis ins 
Unendliche erstreckt werden darf; xmd wann dann 2) die beiden letzten 
Integrale in (4) verschwinden. Die hierfür gefundenen nothwendigen 
Bedingungen ergeben die charakteristischen Eigenschaften dafür, dass 
eine vorgelegte Function 5(5) ^^^^ Potentialfunction ist. 

§2. 

Wir fragen also zuerst, wann man in (4) das Gebiet FQ<iO bis 
ins Unendliche erweitem darf. Die Antwort darauf ist einfach die, 
dass bei der Ausdehnimg keine natürliche Begrenzimg überschritten 
werden darf. Den Begriff der natürlichen Begrenzung haben wir bereits 
bei den einfachen Integralen besprochen. Es wird darunter die ge- 
sammte (w— l)-fache Mannigfaltigkeit verstanden, welche die Unstetig- 
keitsstellen der zu integrirenden Functionen (d. h. sowohl einzelne 
Punkte als einfach oder mehrfach ausgedehnte Punktfolgen) unendlich 
nahe umschliesst oder abschliesst. In dem allgemeinsten Sinne des 
Ausdrucks „natürliche Begrenzung^^ ist also auch die gegebene Be- 
grenzung des Integrationsbereiches der w- fachen Integrale mit ein- 
begriffen, insofern bei Erweiterung dieses Bereiches anzunehmen ist, 
dass die Werthe der zu integrirenden Functionen an der gegebenen 
Begrenzung plötzlich zu Null übergehen. Uebrigens haben wir schon 
mehrfach darauf hingewiesen, dass eine Begrenzung auch nur scheinbar 
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/ 



ninn luitürliche Begrenzung sein kann. Auch dieser Umstand zeigt 
sich schon bei den einfachen Integralen. So ist in 

dx 

Yx 

d(T Nullpunkt nur scheinbar zur natürlichen Begrenzung gehörig^ denn 
in Wirklichkeit kann die Integration über diesen Punkt hinaus er- 
streckt werden. 

Wo liegt also bei (4) die natürliche Begrenzung? Ueber die 
Function % und ihre ersten Ableitungen setzen wir yoraus, dass sie 
übimiU stetig sind. Hinsichtlich der zweiten Ableitungen wissen wir 
schon von der Betrachtung des Potentials her, dass sie nicht mehr 
stetig sind; die natürliche — wirkliche oder scheinbare — B^renzung 
wünlü also durch die (n — 1)- fachen oder geringer ausgedehnten 
Mannigfaltigkeiten gebildet werden^ in denen ^% oder auch, in denen 
die zweiten Ableitungen von ^ nicht mehr stetig sind, unterziehen 
wir aber diese Stellen genauer, dann werden wir finden, dass sie nur 
^scheinbar eine Begrenzimg bilden. 

§3. 

Wir nehmen an, * sei eine (« — l)-fache Mannigfaltigkeit, in 
der ^'^ unstetig winl, wahrend aber doch % und die eisten Ableitungen 
von "(y iHH'h euiUioh, stetig und eindeutig in ihr bleiben. umhüllen 
wir dur\'h iwei ««parallele** benachbarte Mannigfaltigkeiten, die wir 
uns et WH s\^ hen^^tellt denken koimen, dass auf jeder Xomuüe Ton 9 
aus nach Widen Stnten gleiche« unendlich kleine Stücke abgetragen 
wenlen: di«"««' Inndeu Begieiuungen mögen 4ß^ und 0^ heisaen. Dann 
Wtmohten wir 

Kür eui^sipreohende l\inkte von *^^ = 0« ^j «= d. b. fir solche, 
d;e derüiellvu Normte v\>u «■ lu^honm« hjiben ^ und i$ anendlich 
Ivi^ÄoKl^Arte ^Ye^he; die Wex%he von ?r, wie die rem ^ haben ver- 
Ä^hte^leite Vorseichei^. <^:ttd aber. abces*?hen daron. mMsdlidli wenig Ton 
eiiMUUH'T terü^hiedei:. l>ie SuraiLe des über ^, =0 und des über ^i«*0 
vytv-iuuietH^A Irje^rrals w:ru d&her unen^ilich klein md mit der An- 
i^Wrcnc ^v>tt ♦. ux>l ♦. *r. ♦ Xull w\?r\ie&. • ^^^boit ak^> nidit in 
der wirilw^w« iMrt3irlvfc«t Besvrre-ris"::::^: i>?5> obiisen Intecnls. 

Wir w&sMik asa swvt^K::« 
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über das von 0q = O und 0^=0 begrenzte, = enthaltende Gebiet 
erstrecken. Dabei nehmen wir an, ^5 bleibe endlich. Dann macht 
die Integration über das weggenommene Zwischengebiet nichts aus, weil 
seine Dicke unendlich klein ist. 

So überzeugen wir uns, und darin liegt das Wichtige, dass die 
natürliche Begrenzung der Integrale in (4) höchstens von den Mannig- 
faltigkeiten gebildet wird, in denen 5 und seine ersten Ableitungen 
aufhören^ stetig, und ^J^ oder die zweiten Ableitungen von 5 aufhören, 
endlich zu sein. Offenbar reicht es aus, zu fordern, dass 5 nebst seinen 
ersten und zweiten Ableitungen endlich sein soll; denn dann sind die 
ersten Ableitungen und die Function selbst gleichfalls stetig. Ist dies 
der Fall, dann können wir also bis ins Unendliche integriren. 

Nothweudig ist es daim weiter, dass das Integral, welches aus 
dem ersten Theile rechts entsteht, nämlich 



* 



dv 
convergent sei. 

§4. 

Nachdem dies festgestellt ist, untersuchen wir zweitens, wann bei 
solcher Ausdehnung bis ins Unendliche die beiden letzten Litegrale in 
(4) verschwinden. 

Wir können nach den vorangehenden Untersuchungen die Frage 
dadurch bequemer gestalten, dass wir Fq<,0 als sphärische Mannig- 
faltigkeit auffassen, dabei 

^'l =2 ^* - -B* 

setzen und R = oo werden lassen. Hierbei wird (vgl. S. 208 u. 298) 

1 1 



* = .. . 



n-2 n-2 > 

» — a 



n 



9} ==?*= - 

'TP ;^ w — 



P^'w^f'^ — ^ 



dJi « ^ 

8 






7?'(i-2^^ix«..+;;) 



so dass die Summe der beiden letzten Integrale aus (4) in das Integral 

Kroneoker, Integrale. 20 
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(p J"«*"* - -b) d« _i_^ . f» d« 






n — 2 dB, 



«— j 



*) «-(-4^-.-+i'0' 



niHTj(<^lit. DaH V(5r8chwinden von (5) für J2 = oo liefert die er^nzende, 
HiiN iniiurf(ntniiHH(T Quelle stammende^ hinreichende und nothwen- 
di^«i MiMlinf(unf( dafür, dass % eine Potentialfunction ist. 

In (f)) führen wir wieder, wie in § 5 der vorigen Vorlesung, das 
OhnrIliU'henoloment der Einheitssphäre ein. Wir ersetzen dw durch 
/<" 'Jm*^*^ und erhalten, falls wir (g) in den Nullpunkt legen, oder, 
waH dasselbe bewirkt, falls wir 9 als gegen JB verschwindend klein an- 
tiehiuen und die Voraussetzung 






(K^) lim / \ dw;(i) = 



-B»- *) dvP^^ _ ^ 



machen, die Bedingung dafür, dass % eine Potentialfunction sei: 

((5*) lim /7g+ JJ— -)dM;(»> = lim f^~^,^^ , 

Umgekehrt können wir (6) und (6*) zur früheren nothwendigen 
und liinroichenden Bedingung (5) zusammensetzen. Denn bei jedem 
('tidlichen q lilsst sich It so gross annehmen, dass 

Hirh beliebig wenig von der Einheit unterscheiden, und dasselbe findet 
dann bei allen unter die Integration fallenden Systemen der Uky Vt für 
lUm im Nenner stehenden Ausdruck 

n 
1 

Htiiil. Daraus ersieht man dann leicht, dass infolge von (6) und (6*) 

n 
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M— » 



■\dw<«=0 



wird, und mit Hülfe dieser drei Gleichungen lässt sich die aus (5) 
fliessende Bedingung zusammensetzen. Es ist jedoch wohl zu beachten, 
dass (6) xmd (6*) hinreichend aber nicht nothwendig sind; denn die 
Vorwegnahme von (6) aus der allgemeinen Bedingung liefert bereits 
eine nicht in der Natur enthaltene Einschränkung. 

Die im vorliegenden Paragraphen abgeleiteten Resultate können 
wir folgendermassen zusammenfassen: 

„Nothwendige und hinreichende Bedingungen dafür, dass 
„eine vorgelegte Function 5 ©i^ö Potentialfunction sei, sind 

„(I) 5> seine ersten imd seine zweiten Ableitungen sind überall 
„endlich, und damit ist 5 nebst ersten Ableitungen auch überall stetig; 

„(n) Für jeden Punkt (g) ist 

\ 1 ' / n — 2 dB 




- ■■ -=o 




ij"(i - 2 1- i«,«, + ^:) * B'-^ (i - 2 ^- i.,., + g) 



„Hinreiclieiide Bedingungen erhält man, wenn an Stelle von 
„(ü) gefordert wird 



T 

B 



„Diese letzten Bedingungen sind stets erfüllt, wenn 



(n*) lim -^ ^ L«;; _^ = ; lim 7 — ^^ d«;(0 = . 



(n**) lim g = 

Ä=oo 

ist. 



n 



„Unter den gemachten Voraussetzmigen ist 5 ^^^ Potentialfunction 
„einer Mannigfaltigkeit, deren Dichtigkeitsfunction durch 

„und deren Ausdehnung dadurch bestimmt wird, dass in allen ihren 
„Punkten und nur in ihnen der Werth der Dichtigkeitsfunction von 
„Null verschieden ist." 

§ 5. 
Eine andere Behandlung derselben Frage knüpft an das Resultat 

(7) des § 4 der vorigen Vorlesung, nämlich an die Gleichung 

20* 
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an und fnifft^ lun diese in (3*) überzuführen, wann ^ 

ßM).f^{^y-'dv und ^•-'' /* ^-'^ 






»irli iiiil. wuchsoiidom 7i einzeln der Grenze Null nähern. Durch diese 
/inrlp^iiiif( hiihen wir freilich den Boden der nothwendigen Bedingungen 
linrnÜN viTliiHson und erhalten nur hinreichende Bedingungen. 

l<Mlhreii wir ins zweite Integral Polarcoordinaten ein, so geht es 
nurli S «^S (1^) ^^^ letzten Vorlesung in 






„(»s niuss sein: 



nbor. Lilsst man nun 1\ ins Unendliche wachsen, so erkennt man: 

lim {%{Bu, , . . . JBM,)rfM-('> = 0, 

„(I. h. die C'entralprojection der Werthe des § von einer unendlich 
«.grossen sphärischen Mannigfaltigkeit auf die Einheitssphäre muss das 
„liitegnil Null ergeben; oder: der Mittel werth von 5 auf einer unendlich 
„grossen sphärischen Mannigfaltigkeit muss verschwinden." Die Richtig- 
k(Mt der letzten Ausdrucksform ersieht man aus der Gleichung 

Hinsichtlich des ersten der beiden obigen Integrale ergiebt sich 
unier Berücksichtigung dei Beziehungen (S. 295 u. S. 298) 

y 9\ ^% _ ^' ,. 

tli<» Um Wandlung 

I». •• — - / ».• — 3 « 



lim (''')' ■lV,5'' = l»n (*) 



1?\' 



= lim n 






" - -i^- (^(r, - f r,-)" » ' 



= lim 
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und also handelt es sich um das Verschwindeu von 



lim /'-ll 



2 ^^' 



Man sieht: ^^Hinreichende Bedingungen dafür, dass JJ eine Poten- 
„tialfunction wird, sind die folgenden: 

„(I) 5 ist nebst seinen ersten und zweiten Ableitungen überall 
„endlich; 

„(ü) der Mittelwerth von g auf einer unendlich grossen sphärischen 
„Mannigfaltigkeit verschwindet; 

„(HI) es gilt die Gleichung 



lim r^-Jdt; = 0. 



„Hinreichend ist es also auch, wenn man (UI) ersetzt durcli 

„(HI*) ^^ ist nur innerhalb eines ganz im Endlichen liegenden 

„Bereiches von Null verschieden." 

Durch Einführung neuer, passender Voraussetzungen kann man 

die Form der Bedingungen noch weiter abändern. Lässt man z. B. die 

Dichtigkeit — '>, -^5 stets positiv sein, so reichen die Annahmen aus, 
dass 



/ ^4J . z/5 . (Iv 



convergirt, und dass die mittlere Dichtigkeit auf einer unendlich grossen, 
sphärischen, (n — l)-fachen Mannigfaltigkeit gleich Null ist. Im Falle 
der Schwere kaim dieser Satz von Nutzen sein; bei der Elektricität 
dagegen gilt er nicht mehr, da die Voraussetzungen nicht erfüllt sind. 

Dirichlet hat in seiner oben erwähnten, epochemachenden Arbeit 
die folgenden charakteristischen Bedingungen aufgestellt: 

„Hinreichende Bedingungen dafür, dass 5 eine Potential- 
„fimction wird, sind: 

„(I) 5 ^^^ seine ersten Ableitungen sind überall endliche und 
„stetige Functionen; 

„(H) die Producte t^^i^) ^^^ Sf5;t(0 überschreiten nirgends eine 
„angebbare endliche Grösse; 

„(HI) die zweiten Ableitungen SaaCO sind im Allgemeinen endlich 
„und eindeutig und bleiben selbst da endlich, wo sie aufhören, ein- 
„deutig zu sein." 
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Wir wollen zeigen, dass das Verschwinden von (5) bei Ausdehnung 
dos Integrationsbereiches ins Unendliche eine Folge der Dirichlet'- 
schon hinreichenden Bedingungen ist. Bei der Einführung von 

erhilit man aus (5) drei Integrale, deren erstes bei wachsendem R zu 



^ 



k 



wird. l>a Jy stets endlich ist, so verschwindet dieser Theil. 
l)or zweite Theil nimmt die Form 

lim / %(R^l^, . . .)dM;, 

an. Nun bleibt, infolge der zweiten Dirichlet'schen Bedingung, wenn 
M jriKJ augebbare, endliche Grösse bezeichnet, 

n 
Ic t 

R%(RUi,...)<YriM, 
und hIho wird auch 

lim / i?(7J«,, . . .)dw<'> -= lim i rBgriJ«,, . . .)<?«;<»' = . 
Knini dritten Theile endlich handelt es sich um 

WmII libnr der Ausdruck 

n 

JP.fj^ g(E«„ Bu„ . . .) = ü'^3*(iJ«„ • • •) 

wi^K**** *'*'** zwoiten Theilos der Bedingmigen (11) nach den soeben durch- 
^nlOlirlim Hchlussfolgerungen für wachsende 72 unter einer endlichen 
(4nifr/.M blnibt, ho wird auch 



lim i ril'-B'-^w'^'^^O. 



Diit |)iri(5hlot*Hchen Bedingungen (I) und (HI) setzen sich zu 
ilMMHn'ii in {} 1 g(*gebonon Bcdingimgen (I) zusammen. 
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Es folgt also aus den Dirichlet'schen Bedingungen das Bestehen 
von (I) und (EL) des § 4, und jene Bedingungen sind bei dieser Ueber- 
führung vollständig aufgebraucht worden. (5) liefert in einer freilich 
nicht eleganten Form die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, 
während dies bei den anderen Formulirungen nicht mehr der Fall ist. 



§7. 

Dirichlet hat die von ihm aufgestellten Eigenschaften des Poten- 
tials dazu benutzt, um den Ausdruck für das Potential eines EUipsoids 
zu verificiren, welchen er in einer Einfachheit gegeben hatte, die vor 
ihm unbekannt gewesen war. Bei allen bis zu seiner Zeit abgeleiteten 
Resultaten hatte stets die Unterscheidimg zwischen innerhalb und 
ausserhalb des EUipsoids gelegenen Punkten Mühe gemacht. Das fiel 
bei der Dirichlet 'sehen Behandlung zum ersten Male fort. Wir haben 
schon früher angedeutet und werden in der nächsten Vorlesung darauf 
eingehen, wie Dirichlet seinen discontinuirlichen Factor zur Umwand- 
lung eines dreifachen in ein einfaches Integral benutzte. Hier wollen 
wir zunächst aber noch eine Verification geben, und zwar für eine all- 
gemeinere Formel. Dirichlet ist erst bei einer andern Arbeit (Unter- 
suchungen über ein Problem der Hydrodynamik; aus dem Nachlasse 
hergestellt von R. Dedekind; Abhandlungen der Königl. Gesellsch. d. 
Wissensch. zu Göttingen 1860; § 4) zu der Aufgabe geführt worden, 
das Potential eines EUipsoids unter der Voraussetzung herzustellen, 
dass seine Gleichung nicht auf die Hauptaxen bezogen sei. Das Resultat 
ist nicht unelegant, allein zu noch eleganteren Formeln führt gegen 
alles Erwarten die Aufgabe, wenn man an Stelle des Polynoms des 
EUipsoids eine beliebige quadratische Form einführt und gleichzeitig 
n Variable, statt der drei beim Räume, benutzt. Man wird bei dieser 
AUgemeinheit gewissermassen gezwungen, elegant zu sein. 

Auf dieses Problem gehen wir jetzt ein. 

Wir bezeichnen 





Z 


1 


^1 


^2 


... Zn 




1 


»00 


%\ 


^)2 


... Öfon 


(8) 


«i 


ö^io 


«11 +^ 


«1« 


... «irt 


V"/ 


H 


^0 


«« 


«89+^ 


(Hn 




• 


«nO 


ö^»l 


«n« 


• • • (^nn "T" * 


so c 


[ass also 









= I){t){F(t)-Z], 

{an = ÜMf) 
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fr, s = 0, 1 , . . . M 
I »r, + *r.< I — — 1)^) ( *oo = 0; Sa = 1 fßr t > I , 
(jl-) Vd.» = für i 4= * 



n 



^•(^ *) - F{^) = y!fr>SrJls K = 1) 






goNoUt int, luul ilio /;, — /^r <lie zu (a^, + dr.O ^ ^(0 gehörigen, 
(luivh (lit^ notormiiiunto dividirteu Uiiterdeterminanteu bedeuten. Es 
MJud iiUo dio (}W»ssou /*,., durch die Gleichungen definirt: 

^ {ths + ärst)fpr =- Sps (i>, r, s = 0, 1, . . . w); 



rt^, Ulli- dio ^^»wölmliche Bedeutung als positive Einheit oder Null. 
\)w vi»r^ologte ellipsoidische Mannigfaltigkeit soU nun durch 

F(py g) = F{0) < 

liontinunl Hoiu. Dabei nehmen wir die a^t als reelle Grossen und so an, 
diiMH nur ttlr endliche (i) die Bedingung F(0) < erfüllt ist, und das 
liitof(nttioiiHgebiet sich also nicht ins Unendliche erstreckt. Bei unserer 
Mny.turhiiung ist es Ton Wichtigkeit, dass wir nicht die CoefBcienten 
di»r quiidratiftohon Form, sondern die zu ihnen reciproken Grössen in 
dio (^llipHoidiaoho Miuuügfaltigkeit eingetragen haben. Das Schluss- 
rimullut fuhrt daniuf, und die Rechniuigen werden eleganter. 
Wir setzen nun 

l KM 5 — - [^D(OyJ F(t)D(t)'' ^ dt 

und wortlen zeigen, dass dieser Ausdruck den im § 5 aufgestellten Be- 
(liuguugeu einer Potentialfiuiction genügt. Eigentlich ist die Begrenzung 
\\%Mi idlipsoidischen Raumes nicht F{0) = sondern F(0) : -D(0) = ; 
du aber D von den j unabhängig ist, so macht die Aenderung nichts aus. 
Wir brauchen nun vor Allem den Werth von .Jjy, und um diesen 
boiHH^hnen zu können, müssen wir die ersten Ableitungen von F(t) 
iiiid 0{f) nach t und ilie beiden ersten Ableitungen von F{t) nach 
niiiitni der r bilden. Wir bezeichnen die Ableitung von fr, nach t 
mit /',',, und die Dt^tiuitionsgleichmig der />, giebt dann 

^. *f sf]r +^ \i1r, + drs f)hr = , (f = 0, 1 , . . . IH 

< »■ 

Mii d)iHH| >vonii man mit f\, miiltiplicirt und nach c? summirt, 
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uud; da ja 

ist, auch 



r.s 



wird. K^chts kann man offenbar dr, durch drs ersetzen, und so folgt 
hieraus das Resultat 

fpr = ^j fpq/qr • 

Trägt man dies in die Gleichung 



^"(0 =2/;,^. 



'p^g 



PjQ 



ein, so kommt 

heraus. Ferner erhält man die Ableitungen 

Nach einem bekannten Determinantensatze und unter Berücksichtigung 
der Definition für die /)., ergiebt sich weiter 

« n 



und 

1 





und endlich folgt aus der Formel für FXt), da /)., = /"^^ ist, 





so dass F(t) mit wachsendem ^ beständig abnimmt. 

Ist also F(0) <0, so muss in (10) die Integration nach t von 
bis oo erstreckt werden, und man hat 

00 

(10*) g -J- dil)(0y fF(t)D{t)~~^d 

u 
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Ist aber FiP) > 0, so hat man von der einzigen positiven Wurzel t^ 

der Gleichung 

F(Q = 

ab die Integration bis t = oo zu erstrecken, und es wird also 

1 - r -- 

(10**) g = - ;-S3rJD(O)'J-P(02>(0 'dt. 

Hier ist nicht zu vergessen, dass die untere Grenze t^ von den Werthen 
der (Koordinaten xTj, ...-?« abhängig ist. 

Hoi (10*) kium sofort durch zweimalige Differentiation nach s» 
und Suiumation nach x der Ausdruck ^^ gebildet werden: 

j. / « _i_ 





oo 








CO 



=^-\- äsD(Oyjd(D(t) ») 



=.-^ + a I)(oy (l){t)~ * )^ . 

Dil min l)(t) i'Hr f = oo selbst unendlich gross wird, so ist in diesem 

h'ulln 

J^ EJ (-F(0)<0), 

iinil din lM*ig(^nigte Ungleichung besagt nichts anderes, als dass (z) 
miinrliiill) <ler ellipsoidischen Mannigfaltigkeit i^(0) < liegt. 

\M (10**) differentiiren wir zuerst nach 0r unter Beachtung der 
iintifn*n von Cr abhängigen Grenze 

;V, - 1 lKoyJ'Fr(t)(i)it))-ht+ ° D(0)»"Fa){i)(<i,)r^|^; 

mimI wh^iui <lor Gleichung F(t^) = verschwindet der zweite Summand. 
'rilK'Mi wir ihn und differentiiren dann nochmals nach 0r, so entsteht 

ihn hiiMinin d«»r Integrale in der eckigen Klammer wird bei r=l, 2, . . .n, 
i^Uh\U'U win oben, gleich 
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1 



und der zweite Summand giebt wegen der Beziehungen 



de 



t 

s 

bei der Summation das Gleiche mit negativem Zeichen, so dass also jetzt 

z/g = (F(0) > 0) 

wird. 

Hiermit haben wir nachgewiesen, dass die Bedingungen (I) und 
(in*) aus § 5 erfiiUt sind. 

Wir wollen das Gleiche von der zweiten ableiten, und zwar in der 
Form, dass wir zeigen, wie 5 für unendlich grosse Werthe von (js) 
verschwindet. Das ganze Gebiet F((i) = 2^(0, ;gr) < liegt der An- 
nahme nach im Endlichen; für unendlich grosse Werthe (js) haben wir 
es also mit F(p) > zu thun, und es gilt demnach die Formel (10**). 
Mit wachsendem z wird aber auch die Wurzel t^ von F^t^) = ins Un- 

__ J_ 
endliche wachsen, so dass der Integrand wegen {D(t)) * verschwindet. 

Dies ist sofort ersichtlich, wenn man z. B. nur eins der g ins Unend- 
liche gehen lässt. 

Hierdurch ist dann also auch die Erfüllimg der zweiten Bedingung 
erwiesen, imd fj ist demnach eine Potentialfunction für die Mannig- 
faltigkeit, deren Dichtigkeitsfunction durch 

bestimmt ist, also unseren Resultaten über ^5 gemäss, für eine homo- 
gene ellipsoidischc Mannigfaltigkeit 

F(p, z)<0, - 

Wenn wir die ellipsoidischc Mannigfaltigkeit auf ihre Axen be- 
ziehen wollen, dann ist 

«00 = — 1; <h-s = (r^s); 

m = -27 (a.. + 0; F(t) = 2^^--^- - 1 

l I XX « 
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ZU setzen, und dann erhält man 



X 



PO. = -M m I ^ . 



.2 



Dabei ist die Bedeutung der unteren Grenze (0, i^ aus dem Vorher- 
gehenden klar: Bei 



n 



^. 



ist von ^ = bis ^ = oo zu integrircn; bei 

n .> 

V 






-- - 1 > 



dagegen von der einzigen positiven Wurzel Iq der Gleichung 



-^ «XX+ « 

ab bis ins Unendliche. 

Dieses letzte specielle Resultat ist eher complicirt zu nennen als 
das obige allgemeine (10). 



Neunzehnte Vorlesung. 

Das Potential einer ellipsoidischcn Mannigfaltigkeit. — Dirichlet's Gebrauch 
des discontinuirlichen Factors. — Umwandlung des «-fachen Integrals in ein 
(n -4- 2)-fache8; ein zweifaches; ein einfaches Integral. — Bemerkungen zur Me- 
thode. — Modulsystem. — Allmähliche Bildung der Elemente. — Umwandlung 
und Einfiihning des discontinuirlichen Factors. — Verschwinden der Elemente 

des Modul Systems. 

§ 1. 

In (lieser unserer letzten Vorlesung gehen wir genauer auf den 
Gebrauch des discontinuirlichen Factors bei der Bestimmung des Poten- 
tials einer ellipsoidischcn Mannigfaltigkeit ein. Es wird dadurch das 
Schlussresultat der letzten Untersuchungen bestätigt und verallgemeinert 
werden. 

Wir setzen 



K=2;i-^<o 



1 ^k 



als Bestimmung für die ellipsoidische Mannigfaltigkeit voraus und 
nehmen das Anziehungsgesetz der homogenen Masse, welche diese 
Mannigfaltigkeit erfüllt, so an, dass die Intensität der Attraction des 
Massenpunktes (x) auf den Punkt (J) gleich 



2 



wird. Dann handelt es sich um die Berechnung des Potentialintegrals 

(1) P - f-r {Fo < 0) . 

Wir werden dieses w-fache Integral auf ein einfaches reduciren, indem 
wir uns dabei, wie schon gesagt, des Verfahrens bedienen, welches 
Dirichlet in seiner Abhandlimg: „lieber eine neue Methode zur Be- 
stimmung vielfacher Integrale" (Berl. Ber. 1839, S. 18 u. Gl; Werke I. 
375; 381; 391) zuerst verwendete. 
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§2. 

Liefet <lor Punkt ($) innerhalb des Bereiches Fq < 0, dann ist 
rnr itin 

1 "k 

und doHhalb wird in (1) der Nenner fiir (x) = (1^) zu Null werden; 
OH fraj^t hIcIi also, ob dabei der Ausdruck (1) überhaupt noch einen 
Hifin b(^Hit'/t; mit anderen Worten, ob r = als scheinbare oder als 
wirkliche iiatdrliche Begrenzung anzusehen ist, und das hängt davon 
ab, ob r^v 



Jt- c^^»') 



tiiii abiHjlunendem q zur Grenze Null geht oder nicht. Nun haben wir 
auf S. 2IM die Umwandlung 

if{r)dx^dx^ '"dXn = c5 j fir) • r^'-^dr 
gei'iuiden und erhalten daraus fiir unseren Fall 

Hntznn wir also n > i/ voraus, dann bildet der Punkt (5) nur 
Hf.iininbar eine natürliche Begrenzung, und (1) hat einen Sinn, auch 
wi'iin (6) im Integrationsgebiete liegt. 

Wir können aus der Definitionsgleichung för die F- Function 
(S. 241) leicht die Gleichung 



ao 



(2) ^^^ == _i_^ j;-.r«^l 'at (.>0) 

lolgorn. Setzen wir also v>0 voraus, was ja bei einem Attractious 
gtmotKü keine Einschmnkung ist, dann geht (1) in 



CO 

r 

— — 1 



iW) r - ';- V / dv (dt c-""<* " (Fo < 0) 

Obi'l'. 

Wir haben ferner (8. 203) gesehen, dass 

I /•,.'-*-•> j (1 . , positiv . ^ 

I (/f/ «= . wird, wenn a:« ,. ist. 

ttirj .r„.ffj/ • lo negativ - 
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Tragen wir bei positivem g far a:^ den Werth pq, und för y den 
Werth py ein, dann entsteht aus dieser Fonnel: 

1 A**''+'>'* , (1, positiv . , 

1.1 --, — — "V ^ { ,^ wenn p ,. ist. 

2"^ g + 'y * 10, ^ negativ 

Bei negativem i» kann man die Grenzen vertauschen, ohne den lutegral- 
werth zu ändern, und also folgt für positive q die Gleichung 

,., 1 /'"p<'+'»> , (1, positiv . . 

(4) K- I — -1 — ^- äy ^ { ' wenn p ,. ist. 

^ ^ ^"J q + *y " \0, ^ negativ 

Danach wird, wenn man p unserer Aufgabe entsprechend wählt, 

Trägt man diea in (3) als Factor ein, dann kann man die Integration 
über alle Werthsysteme der x^,. . .x^ ausdehnen, und es wird also 



— " 

und somit ist P in ein (« + 2)-fache8 Integral umgewandelt. 

§ 3. 
In (5) kann man aber die Integration nach jedem einzelnen x 
ausführen. Wir benutzen dazu die aus S. 36, (5) folgende Formel 

(a + bt)fe-('+'^'''dx=y«, (|~|<l) 

welche durch einfache Substitution in 

I e-"'-^!''dx = e^y- (der reelle Theil von « ist positiv) 

übergeht. Setzen wir hier, unserem Problem entsprechend, 
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« = «±iy + ^, ß=^ 2t^,, (\ + t ist positiv") 

drtiiii ergiebt sieh für das letzte Integral in (5) der Werth 

c 



« + »y 






V«, 



und ihuUm'li geht das (» + 2)-fache Litegral (5) in das Doppeliutegral 



X 







i_.<*+'w(i-ii:=(a:+i±i-^)) 



— 00 



1 \ a^ / 



iIImt. Wenn wir nun statt der Variablen t eine neue Variable 

Q + iy 



''= t 



in (liiH Integral (0) oinfüliren, so erhalten wir dadurch 



oo 



( < ) 



''- ''^ T l du -^- ö, 







Wnlini 






— » 



0/ + *y) 



"--Vi 



h\l IhiH Ifii.pgral (;> kann mit Hülfe von (2), bezw. von 



CO 
I 







1 /* "-=^-1. 



dt 



fiinnittnimi wnnlnU; und dabei entsteht zunächst 
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00 




( i--<-^l|: (''1 + ") j (v+y 



0= 7~= ff« ß^l I l ^^ 



Aus (4) erkenut man, dass das innere auf y bezügliche Integral nur 
dann von Null verschieden ist, wenn 

1 «1 + ^ 



wird. Man braucht also lediglich von 



^ = bis zum positiven Werthe t=\ — ^ -^ *- 



2 



ZU integriren, während man das innere Integral dabei durch 2n ersetzt, 
so dass also jetzt Q in 



n >8 




2 "(i-Ju = ("!+«)) 
-r-)j -2- ^(-T-) 



n — y 
2~ 



(g= /^ , / ^« "d^ = 



r 

\ 2 / 



übergeht. Dieses Resultat müssen wir in (7) eintragen, dabei aber 
bedenken, dass zwar bei allen Punkten (|), die innerhalb 7^ ^ < 
liegen, fQr jedes positive w die Differenz 

positiv ist, so dass von t* = ab integrirt werden kann; dass jedoch 
bei ausserhalb 2^q<0 gelegenen Punkten (5) für kleine Werthe von 
u noch 

wird. Hier ist also nur von dem Werthe m = u^ ab bis zu u = oo zu 
integriren, welcher durch die Gleichung 






bestimmt wird. 

So erhalten wir das Schlussresultat: 

Kronecker, Integrale. 21 
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"Zn 



n 
2 




(i-Jö^ (»:+•))"''''" 



0,1/0 l \ "*' 

Vi «I. + ^ / 

Für 1/ = n — 2 geht dies, abgesehen von der Bezeichnung, in die 
Schlussformel der vorigen Vorlesung über. 

§4. 

So übersichtlich und elegant die gegebene Ableitung auch ist, so 
ist sie doch nicht frei von Bedenken. Es trat für (1) bei r = eine 
nur scheinbare natürliche Begrenzung auf; allein es fehlt uns die Sicher- 
heit der Ueberzeugung dafür, dass bei später nothigen Operationen, 
bei Substitutionen, Differentiationen u. dgl. mehr, jene Begrenzung 
sich nie in eine unvermeidliche, natürliche verwandelt. Beispielsweise 
haben wir die Formel (2) verwendet, trotzdem für Punkte (g), die inner- 
halb Fq <0 liegen, r auch gleich werden kann. Femer ist bei jedem 
Integrale, auf das sich nicht direct die Summenerklärung anwenden 
lässt, die Gefahr ins Auge zu fassen, dass der stets noth wendige Grenz- 
übergang Fehler hervorruft. Jedenfalls wandeln wir bei solchen Opera- 
tionen am Rande eines Abgrundes, und da erscheint es von Wichtig- 
keit, eine Methode anzuwenden, die nicht nur Sicherheit sondern auch 
das Bewusstsein von Sicherheit gewährt. 

Wir wollen dieser Forderung dadurch Genüge leisten, dass wir 
überall bei unseren Umwandlungen von (1) jede kritische Stelle aus- 
schalten, den dabei begangenen Fehler abschätzen und ein Glied, 
welkes dem Werthe desselben proportional ist, in ein Modulsystem 
aufnehmen. Die Gleichungen verwandeln sich dadurch in Congruenzen 
nach diesem Modulsysteme; imd sind wir dann schliesslich im Stande, 
die Elemente des Modulsystems sämmtlich zu Null zu machen, so geht 
die Congruenz wieder in eine sicher begründete Gleichung über. 

Diese Methode führt natürlich eine starke Belastung der Rechnung 
mit sich; das ist aber imvermeidlich, und das wird ihrer Anwend- 
barkeit stets hinderlich bleiben. 

Aber trotzdem wollen ^vir sie in unserem Falle einmal vollständig 
durchfüliren. 
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§5. 

Wir gehen von (l) aus und zerlegen unseren Integrationsbereich 
in zwei Theile, je nachdem r grösser bezw. kleiner als eine beliebig 
klein zu wählende Grösse q ist: 

(9) P - '-/^ + \j'^ . 

Das zweite Integral müssten wir abschätzen; aber das ist in § 2 schon 
geschehen, und zwar erhielten wir dafür einen zu der Potenz 

proportionalen Werth. Diesen wollen wir kurz mit 

[p—T 

bezeichnen und können dann 

schreiben. Den letzten Summanden machen wir zum ersten Gliede 
eines Modulsystems M und haben nun in Bezug auf dieses erst all- 
mählich festzustellende System statt der Gleichimg (l) die Congruenz 

(10) ^^v/;v (.F,<0, r>g). 

Um später [()""""] für abnehmende q zum Verschwinden zu bringen, 
müssen wir n > v voraussetzen. 

Der Punkt (g) soll nicht auf der Begrenzung von Fq<Oj d. h. 
nicht auf Fq = liegen, und daher kann man eine Grösse ö so klein 
wählen, dass (|) sich nicht nur in i^Q < sondern auch in dem Gebiete 

befindet. Die „Schale", welche sich der Begrenzung der ellipsoidischen 
Mannigfaltigkeit anschmiegt, nämlich 



1 «* 



wollen wir gleichfalls aus dem Integrationsgebiete herausheben: 

(A'o < — a, r > p) (— a < F^ < 0) 

Im zweiten Integrale wird r niemals unter eine gewisse endliche 
Grösse sinken, da ja (5) sich ausserhalb des Gebietes — <J < i' ^ < 
befindet. Ersetzen wir also den Neuner durch sein Minimum, so bleibt 

21» 
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(lieser von Null verschieden; der Rest des Integrals, nämlich „das 
Volumen der Schale" 



/ 



ist noch abzuschätzen. Wir führen durch die Substitutionsformeln 



* ' 1 



(1-1-0 



die neuen Coordinaten Wj, w^, . . . ti,,, j) ein, und die Ausdehnung der 
Schale wird dann wie leicht zu sehen ist, durch 



< 1 — p^ <6 oder i? == (1 j/l — ö) 

geliefert. Nun bekommt man nach der in § 2 benutzten Formel, ab- 
gesehen von dem endlichen Factor ST, den Werth 

Das ausgeschiedene Integral ist also proportional zu ö, oder genauer, 
der Quotient von a und dem Integrale nähert sich mit abnehmendem 
ö einer endlichen Grösse. Wir bezeichnen den Integralwerth deshalb 
wieder kurz durch 

[«] 

und nehmen diese Grösse als zweites Glied in das Modulsystem 
M auf. Es wird jetzt (mod. Jlf) 

(11) P-^lf'jr {F,<-<,,r>g). 

§6. 

Nunmehr könnten wir auf (11) die Gleichung (2) anwenden, da 
ja der kritische Werth r = aus dem Integrationsgebiete ausgeschlossen 

ist. Weil aber bei (2) an der Grenze wegen t^ , und andererseits 
auch infolge des ins Unendliche erstreckten Integrationsbereiches Schwie- 
rigkeiten auftreten können, so schreiben wir in selbstverständlicher Ab- 
kürzung 

d g CO 

('^) V'—JM+J'+Jl^'"''"'" 

und nehmen dabei d sehr klein und g sehr gross positiv an. Wir 
schätzen das erste und das dritte der drei Integrale ab. Für das erste 
hat man 
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Denkt man sich (l2) in (11) eingetragen, so wurde das eben ab- 
geschätzte Integral noch mit 

-IJdv (i?o<-tf, r>p) 

ZU multipliciren sein. Wir erweitem den Integrationsbereich, indem wir 
ihn durch eine sphärische Mannigfaltigkeit ersetzen, die bei endlichem 
Radius jenen Bereich umschliesst. Man erkennt, dass durch jdv nur 

ein endlicher Factor zu d* : T^y+IJ hinzutreten würde. Wir nehmen 
folglich als drittes Element von M das Symbol 

auf. Um dies für abnehmende i zum Verschwinden zu bringen, müssen 
wir v > voraussetzen. 

Weiter ist beim dritten Integrale in (12) wegen der Amiahme 
bei (10) 



CO 00 



/e-'^'<» *d<</c-"-'^-»d/; 



9 'j 

fdr <r- = X folgt 

00 

und es ergiebt sich durch mehrfach angewendete partielle Integration 
< ^ \(9r'y-' + (« - 1)0/'-^)'-* + (n - l)(n - 2)(</r«)'-» +.••]• 

T 

Nimmt man gr^ > », was durch g > n\ q^ erreicht wird, so folgt 

< -L- er9r\gry-^ ' ^ < 4-« o-'J'\gr^y 

T T 

Bei der Eintragung in (U) tritt, wie oben gezeigt wurde, durch das 
Integral nach v nur ein endlicher Factor hinzu; somit können wir als 
viertes Element von M das Glied 
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au&ehmen. Es findet daher (mod. M) die Congruenz 

(18) F -:-^ -J^ jdtjdv ß'^e^"^' (Fo< — a;r> q) 
statt. ' 

§ ^■ 

Zum Zwecke der Einführung von — hatten wir r > (> vorausgesetzt; 

nachdem aber (13) erlangt ist, wird diese Beschränkung überflussig 
und lästig, so dass wir nun die ausgeschlossene sphärische Mannigfaltig- 
keit r < p umgekehrt wieder zum Integrationsbereiche hinzunehmen 
wollen. Dazu müssen wir das Zusatzintegral 

ff 

I dtf dvt^~\-''' (r<Q) 

r ^ 

abschätzen. Wir vermehren seinen Werth, wenn wir, nach Vertauschung 
der Integrationsfolge, für t die Grenzen und cx) einführen; denn alle 
vorkommenden Elemente sind positiv. Das innere Integral ersetzen 

wir durch rl ) : r' und finden, wie schon oben, einen Werth, der nach 

dem Anfange von § 5 zu q"*"^ proportional ist. Den können wir mit 
dem ersten Gliede unseres Modulsystems zusammenwerfen und haben 
somit ohne Hinzunahme eines neuen Elementes (mod. M) die Congruenz 

ff 



■'■(1)7 •' 



V 

— — 1 



(14) P:^ --,- / dt I dvt^ e-"^* (Fo < - cf) 



d 
erhalten. (14) entspricht der Formel (3) bei unserer ersten Herleitung. 

§ 8. 

Jetzt kommt die Einführung des discontinuirlichen Factors an die 
Reihe, wie sie vorher durch (5) geliefert wurde. 
Wir haben für positive Werthe von q: 




A-^*i'V'/+.y) 



(4*) .. / - 2+v- - ^^ = 



r 1 F < 

lo, ^^*'"" Fo > •^*- 



— 00 
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Die Grenzen des Integrals wollen wir durch — y imd -|- y ersetzen 
und haben also den Werth von 




(15) ^ . . 

abzuschätzen. Die erste Klammer im Exponenten möge der Kürze 
halber nach (1) mit — F^ bezeichnet werden. Gehen wir von (15) zu 



00 



-'■"'/■ 



(cos F^y — % sin F^y){q — iy) , 



a' + y' 

Y 

über, so erhalten wir vier Integrale, deren Integranden der Reihe nach 

q cos F^y i^sin^^y y cos^l^oy y sin J^^y 

V + y^ ' q' + y'' q'~+y' ' q' + y' 

sind. Die beiden ersten werden vermehrt, wenn der Zähler gleich q 
genommen wird; sie führen auf Glieder, die proportional 1 : y sind 
und zu den Resultaten der folgenden Integrale hinzugenommen werden 
können. Bei diesen folgenden kann man wegen des beständigen Ab- 

nehmens der positiven Grösse -^ , - ^ den zweiten Mittel werthsatz an- 

^ 3* + y* 

wenden und gelangt dabei zu der Auswerthung: 

Wir haben demnach den Werth des Integrals (15) als proportional zu 

FoJq'+V') "" yFo 

bestimmt. Für das dem Integrale (15) entsprechende Glied zwischen 
den Grenzen — oo und — y ergiebt sich das Gleiche. 

Wollen wir nun den so zubereiteten Discontinuitätsfactor in (14) 
einführen und dabei seine Grenzen gleich — y und + y wählen, dann 
ist noch der Betrag von 



H' 



yF, 



abzuschätzen. Hier erkennt man den Grund, warum früher (§ 5) aus 
dem Integrationsgebiete F^ <.0 die Schale > i^o > — o heraus- 
geschnitten wurde: es sollte bei dem jetzigen Uebergange eine nicht 
verschwindende untere Grenze für jFJ, erlangt werden. Für das F^ im 
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Nenner setzen wir den absoluten Betrag seines Minimalwerthes, also €f, 
für das — F^ im Exponenten, da ja 

- ^« - ' -2i 

ist, seinen grössten positiven Werth 1 ein und nehmen für t die Inte- 
grationsgrenzen und <x>. Durch alle diese Operationen wird der 
Werth des Doppelintegrals nur erhöht. Man bekommt mit Hülfe von 
(12) bis auf einen constanten, endlichen Factor: 






/^ (F,<-.). 



Ist nun jR so gross, dass das ganze Integrationsgebiet in r < J? ent- 
halten ist, so folgt als obere Grenze (vgl. § 5) für den Integralwertli 



ya 



und damit, weil q eine feste, endliche Grösse ist, als fünftes Ele- 
ment von M das Glied 

Somit resultirt für das bis jetzt festgestellte Modulsystem M 

Y 9 

Durch diese Einführung hat man die Möglichkeit erlangt, die Inte- 
gration nach x^, x.^y , , , Xa weiter auszudehnen. Es muss aber beachtet 
werden, dass bei der Einführung des discontinuirlichen Factors der 
absolute Betrag \Fq' > <s vorausgesetzt war. Man kann zwar jedes 
Xk von — Qk bis + 9k laufen lassen, muss aber alle Combinationen 
der X ausnehmen, bei welchen /*{, | < 6 ist. Also hat man unter 
der Bedingung Fq\> <s bei Einführung des Werthes von F^ 






—Ok 
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§9. 

In (17) ist somit \Ff^\>0 anzunehmen, und wir sahen, dass die 
Gründe daför in der Einführung des discontinuirlichen Factors zu 
suchen sind; aber jetzt, nachdem diese vollendet ist, wollen wir das aus- 
geschlossene Gebietsstückchen dem Integrationsgebiete wieder hinzu- 
fügen, ähnlich, wie dies vorher mit der kleinen, (5) ausschliessenden, 
sphärischen Mannigfaltigkeit geschah. Dies liefert den Zusatz 

und wir müssen, falls dieses Integral mit (17) vereinigt werden soll, 
seinen Werth abschätzen und eine proportionale Grösse dem Modul- 
Systeme einverleiben. 

Wir vergrössem den Integralwerth, wenn wir — Fq durch + ö 
ersetzen, und weiter, wenn wir für t die Grenzen und oo nehmen. 
Dann kann man wieder (2) benutzen und erhält durch die Integration 
nach ( 

Nun machten wir schon im § 5 bei der Einführung von 6 darauf auf- 
merksam, dass die Grösse von r für die Punkte (x) der Schale nie 
unter eine gewisse endliche Grenze sinkt, und dasselbe gilt natürlich 
bei der jetzigen Voraussetzung | I^q . < <T . Nehmen wir also das con- 
stante, endliche, von Null verschiedene Minimum für r" im Nenner 

und ziehen es aus dem Integrale, so kann es nebst dem Factor — - 

weggelassen werden; denn beide Glieder sind bei unserer Untersuchung 
constante Grössen. Geht man dann beim Integrale nach y zum abso- 
luten Betrage des Integranden über, so dass 

dy r 

entsteht, und behandelt das Integral nach v, welches als Factor dazutritt, 

dv (+ <T > jF; > — a) 

wie das ähnliche Integral in § 5, dann erhält man bei kleinem 6 

[ff log (3» + y«)] 



/ 



ß 
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als Werth des Integrals und als sechstes Element von M; und es 
wird daher (mod. M), mit Unterdrückung der Bedingung von (17), 

dx,e 







''k 



-Y <J 



§ 10. 

Wir wollen nun weiter alle ^^, welche bisher nur von endlicher 
Grösse sein durften, gleich cx) setzen. Auch hier ist wieder die dadurch 
in P hervorgerufene Aenderung zu taxiren, damit ein entsprechend 
gebildetes Glied zum Modulsysteme gethan werden könne. Die Ab- 
schätzung ist diesmal mit besonderer Vorsicht auszuüben, weil bei 
jeder einzebien Aenderung eines gt ein Product in Mitleidenschaft ge- 
zogen wird. 

Den Werth von 



OD 






— CO 



können wir durch die Formel zu Anfang von § 3 bestimmen; es wird 






und iils obere Grenze des absoluten Betrages von Ji- finden wir daraus 

leicht den Werth 

vir" 

Wir denken uns nun in (18) hinter dem Productzeichen das auf 
die Variable Xk bezügliche Integral durch die Summe der drei Integrale 

00 • —l^k oo 



\J-J-J K 



«* 



— » —CO (Jjj, 

ersetzt. Bei der Ausführimg des durch 77 angedeuteten Products würde 



I 
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man zunächst eine Summe von Producten erhalten, welche ausser (n — 1) 
Factoren Ji je noch einen einzigen Factor von der Form 

J «^^"^ J . . 

umfassen; dann eine zweite Summe von Producten, welche ausser (w — 2) 
Factoren J^ noch je zwei Factoren der anderen Form enthalten, u. s. w. 
Da die Ja endliche Grössen sind, so genügt es, zu zeigen, dass die 
Glieder der ersten Reihe mit wachsendem gk unendlich klein werden; 
denn bei den Gliedern der anderen Reihen ist dasselbe dann selbst- 
verständlich. Diese Bemerkung vereinfacht die Bildung des Modul- 
systems. Denn wir brauchen jetzt nur etwa das eine Glied der ersten 
Reihe: 



OD 

f 



00 

-^(ari-|.)'-(^+yO-, 

e ^ 



zu untersuchen. Wir vergrössem das* Integral einmal dadurch, dass 
wir statt q + iy den kleinsten absoluten Betrag q dieser Grösse, imd 
zweitens dadurch, dass wir statt x^ das kleinere Product g^x^ einsetzen, 
wodurch das Integral dann in 







ffi 

übergeht. Hier kann man gi so hoch annehmen, daßs g^ — 2S, positiv 
imd > 1 ist, und dann vergrössert man die rechte Seite, wenn man 
im Nenner (gr, — 25i)^ durch t ersetzt. Auch im Exponenten wollen 
wir eine Vermehrung hervorrufen imd zwar dadurch, dass wir die stets 

negativen Glieder — ^ g^ und — ^g? weglassen. So bleibt als obere 

Grenze für das betrachtete Glied 

n— 1 






^+i^i3 / a.as JL/ . a\i ' 



4 



('+'?') #+5)' 



und es fragt sich nun, was entsteht, wenn wir hierauf bei Unter- 

n — 1 

drückung des Factors tc ^ , wie es (18) fordert, die doppelte Integration 



,^ 



i 
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4--1 



''+'"('+¥)^('+17 



ausüben. Es möge mit der Integration nach t begonnen werden: 

8 ^-tgx(ffi-2$i) 




'Mi'-iJ 



Wir vergrösse'm den Integralwerth wieder durch die Unterdrückung 
der Summanden t im Nenner; ausserdem können wir die endlichen, 
Constanten, und darum für die Abschätzung völlig indiflferenten Grössen 
(/, a,, a^;, . . . a^ weglassen; endlich ersetzen wir die Grenzen durch 
und 00 und erhalten darauf nach (2) 



QO 







^* y 91(91 - n^y 

Vorher war g^ so gross angenommen worden, dass g^ — 2|i > 1 ist; 
da V positiv sein muss (§ 6), so übertrifft der Werth der Quadrat- 
wurzel die Einheit, und der Maximal werth des Integrals ist zu — pro- 
portional. Hierfür substituiren wir ^ , indem wir alle gx einander 
gleich und auch gleich der in § 8 eingeführten Grösse B setzen. 
Zu unserem Resultate w muss als Factor das Integral nach y 



j 



7-f-iy 



,Vy '^^ (« > ^) 

— Y 

gefügt werden. In der zwölften Vorlesung erkannten wir bei der 
Untersuchung des Integrallogarithmus, dass dieses Integral einen end- 
lichen Werth besitzt. Dasselbe können wir auch durch die bei (15) 
verwendete Methode erkennen, wobei das dortige — Fq nur durch 1 
zu ersetzen ist; denn die vier Integrale 

facoay , rqBiny , j 'y coa y , / 'y siny , 

Jä^+y^^' J^'+y^^^' J^^f'^' J¥+v^y 
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bleiben offenbar endlich. Den so entstehenden constanten Factor ver- 
einigen wir mit den übrigen zu 1 : J2 tretenden Constanten und können 
daher 



ti] 



als diejenige Grösse auffassen, welche der durchzuführenden Verände- 
rung von (18) proportional wird. Wir überzeugen uns also davon, 

dass, wenn I ^J als siebentes Element von M eingeführt wird, 

dann die Grenzen der Xk in der Formel (18) sämmtlich gleich — oo 
bezw. + oo gesetzt werden dürfen. Hierauf lassen sich die Werthe 
der Jk eintragen, imd man erhält (mod. M) die Congruenz 



(19) P 




-r 



\ 1 aJ+(7H-iy):r/ 



§ 11. 

So haben wir entsprechend (6) P schon in ein Doppelintegral ver- 
wandelt, und in diesem können wir, wie ja auch bisher immer, bei 
unseren Vorsichtsmassregeln natürlich ohne jedes Bedenken die Inte- 
grationsfolge vertauschen. Ist dies geschehen, dann fuhren wir an Stelle 
von i eine neue Variable u durch 

u = ^^ ^ 
ein, wodurch die Grenzen zu ^^^ und ^ - werden. Es resultirt 

n »2 




dy I du^ 






« »• . ^ K 



(g + .y)"^'"'/7(n-j) 



Die untere Grenze des inneren Integrals soU zu Null gemacht, und 
deshalb muss wieder der hierbei von P wegzunehmende Werth 



i 
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n tt 



-» Vi «J + «/ 



ivT 



(</ + ty) 



"-=-'+1 " 



—y 



W+ü) 



abgeschätzt werden. Wir vergrösseni das Integral durch Weglassung 
der Summe im Zähler und des Products im Nenner. Die Integration 
nach M, welche dann ausgeführt werden kann, liefert 



n — v 

~2~ 



n — r 



(?-xA? ) oder als Grenze (— ) , 

n — v\g/ ^g' ^ 

wenn wir wieder die einflusslosen Constanten weglassen. Es ist weiter 
noch der absolute Werth von 




,«4-«y 



(a + iy) * 



*-?-'+i 



— Y 



ZU bestimmen; dieser bleibt kleiner, als der S. 332 betrachtete, end- 
liche Ausdruck 

Y 



! J ^y -r-r.y : ' 



— Y 



weil n — v > ist. Unsere schon häufig gemachten Schlüsse zeigen 

daher: Nimmt man 

1 



n — V 



U " J 
als achtes Element des Modulsystems M auf, so wird (med. M) 



(20) 




n £2 
-^ 1 \ 1 al + uj 



(7 + »y) 



e 



^(■+5) 



§ 12. 

Wir müssen nun zwischen den beiden Fällen unterscheiden, dass 
der Punkt (§) im Innern des Integrationsgebietes, und dass er ausserhalb 
desselben liegt. Im ersten Falle ist für den Punkt (S) 
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1 «A 

und für jedes vorkommende u unseres Integrationsbereiches ist also 
um so mehr 

1 «i + t* 

Tritt dieser Fall ein, dann lassen wir die Grenzen in (20) ungeiindert. 
Gilt dagegen für den Punkt (5) die Ungleichung 

1 * 
SO giebt es eine einzige positive, reelle Wurzel Uq der Gleichung 

1-2'^-«. 

und erst von Uq ab wird bei steigenden Werthen von u 



V ^ 



1 «* + «* 

In diesem Falle nehmen wir bei der Integration nach u aus (20) das 
Gebiet (uq — ^ • • * Wq + a) heraus, wobei s eine beliebig kleine, posi- 
tive Grösse bedeutet. Dabei ist zum Ausgleich der geschehenen Ver- 
änderung der Werth von 

n ^2 




-i — 1 V 1 4+"/ 



n — v 



zu untersuchen. Die zweite Klammer im Exponenten von e wird ver- 
mehrt, wenn u durch Uq -|- b ersetzt wird; dadurch wird sie wegen der 
Bedeutung von u^ proportional zu £, der Exponent nähert sich mit b 
der Null und die Potenz von e kann getilgt werden. Dasselbe soll mit 
dem Producte im Nenner geschehen, weil dadurch gleichfalls nur eine 
Vermehrung des Integrals stattfindet. Es bleibt dann 

J i<l + !y) ' ./ y 2 - 1 \{q + iy) ' /_y 
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zurück, und der Maximalbetrag des absoluten Werthes hiervon wird 
zu € proportional, da q eine wesentlich positive Constante ist. 
Folglich nehmen wir 

als neunfes Glied in unser Modulsystem M auf und haben 
für dieses 

Q + iy 

(21) P — -^-^ I dy I du^ ; , ; 

(falls -Fq > ist, fehlt (w^ — ^ • * **j + «) ißi Integrationsgebiete). 



§ 13. 
Um das Integral nach y auszurechnen, betrachten wir zunächst 

setzen i^q +i?yi «= z und erhalten die Umformung 

y />9+pyt 







Nun ist 



r._ = . -i \ p—tzfin — 



(23) 



QO 



1— t 1-f* A 00 



^)I/+/+/+/K"'"'-''''- 



\—t 1+* A 



Dabei nehmen wir für r eine kleine und für Ä eine grosse positive 
Grösse an, wollen aus Gründen, die sich bald ergeben werden, das 
zweite und das letzte dieser vier Integrale in bekannter Weise be- 
seitigen und dafür proportionale Glieder eines Modulsystemes zum Inte- 
grale hinzunehmen. 

Aus der Ueberlegung, dass wegen (22) im Integrale (23) e==pq 
-{• pyi gesetzt werden muss, und dass pq> ist, folgt 



/ 
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l + r l+r 

dte-'H""-^ <j t"'-^dt = ^ ^ ^ ((1 + t)'"-» — (1 — '»^)"'"^) j 

1— r 1 — r 

und also ist der Betrag des zweiten Integrals proportional zu t. 

Durch die Schlüsse, die auf das vierte Element von M führten, 
lässt sich auch das Integral 

CO 

h 

leicht abschätzen. Man hat nur in den dortigen Betrachtungen </, w 
und Q^ durch ä, m — 1 und jtq zu ersetzen, und dann ergiebt sich 

Will man jetzt (23) in (22) einführen, so müssen die beiden er- 
haltenen Grössen noch mit dem Factor 

(24) \i'dz^ =«-ir^ <e>-f^-. 

^ ^ \J z \J q + y^ J (L^ + y^ 

pq—pyi — y — y 

multiplicirt werden. Hier hat das letzte Integral, welches auf einen 
arctg führt, einen endlichen Werth. Den Factor e^'^ behalten wir bei, 
da im Folgenden zwar q constant, p aber veränderlich ist. Dieses 
Glied ist als Factor jenen beiden Elementen hinzuzufügen. 
So entsteht für p, q, m > (mod. M^) zunächst 

y h ri-\-py* 

— y P!/—PYi 

(es fehlt ^==(1 — r-'-l-j-r); M^ besteht aus den Elementen 

[teP^] und [Ä"*-ie-^''-*>^'/]) . 

Hierin ist die rechte Seite noch etwas umzugestalten, und zwar so, 
dass im inneren Integrale y durch oo ersetzt wird; und hierzu schätzen 
wir den absoluten Betrag von 

A pq -\-<»i 

(26) 2^""' ff^-^dt jdz -^'- (es fehlt ^ = (1 — r . . . 1 + r)) 

pq-\-PYi 

ab. Das innere Integral in (2G) entspricht (15); das dortige y ist durch 
pyy das dortige ö durch r zu ersetzen. Man erhält dafür 

- ,.— — -r oder im Maximum 

und also für (2G) selbst 

2)yr 
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An der unteren Grenze ist es ebenso, und es resultirt demnach 

(es fehlt / = (1 — r-1 4"^); -Mjj besteht aus den Elementen 

[xe^'i], [A'^'-^e-^''-*)^'^] und l^*'^^'" "^1) * 

Wenn nun t die Strecke (1 + ^ • • • ^0 durchläuft, dann ist nacli 
(4) das iimere Integral gleich Null, und wir köimen also in (27) h durch 
1 — X ersetzen. Für alle t des Intervalles (0 ... 1 — t) ist nach (4) 
der Werth des innern Integrals gleich 2%i , Trägt man das ein, dann 
kann man die Integration nach t ausführen, und man erhält nach Ab- 
schätzung der Glieder mit r und Berücksichtigung derselben bei der 
Bildung des Modulsystems 

(2S) I - -^ ^1 ,:, V vPj Qj ^>* > 0) 

(modd. [t6^5], [A«.-ie-("~0/.v], ^^^^^'^^^ [r^-^]) . 

Genau so wie (22) behandeln wir das Integral 

r pQ-hPY* 

(22*) ('^""^''äy^^'-' f^"-- (^''^'->0 V 

— y pq—pyi 

Dazu muss in (24) c""- statt e' gesetzt werden, so dass 
Y A P9-\-pri 
' — ^ = ^J^- -V / ^"*"'^^ / ^^ (mod. Jlf *) 

(2 + *y) ' ^(''* — 1) J J f^ ^ ^ ^ 

— y PQ—PY* 

(es fehlt ^ = (1 — r««l+T); -Sf^* besteht aus den Elementen 

[terJ^'i] und [A'"-ic-(*+^>^9]^ 

herauskommt. Weiter ist dann in (2G) e-^^""'^ in er"=^^+'^ umzuwandeln, 
und CS resultirt 

. +".>)"• '' -^ ^x^ ^ »)i ^"'"•' V '^^ -- . - ('"«^- ^^*> 

(es fehlt t = {\ — r • • • 1 -f- t); 3fj* besteht aus den Elementen 
[rc-'"'], [Ä"'-»c-(*+')''»] und R*^)'"— ^'— IV 
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Weil hier rechts im Exponenten von e der Factor von — z beständig 
positiv ist, so folgt nach (4) das Resultat in der Gestalt 



(28*) 



j 



*g—piQ+'y) 



ig. + ty) 



tn 



dyzEO 



(modd. [rß-^'v]^ [h^-^e^^'+'^^'q , * R^*^C_lf j!!l ^ 



§ 14, 

Die Resultate (28) und (28*) sind in (21) einzutragen. 

Dabei tritt zu jedem Elemente der neuen Modulsysteme als Factor 



9 + iy 








n — v 



< 



Q + i'J 

d ' 






hinzu; das kann aber, weil es endlich bleibt, weggelassen werden. 
Ferner ist p in (28) durch 1 und in (28*) durch 



2 



1 — 



i 4 + ^ 



zu ersetzen. * Handelt es sich nämlich um positive Werthe von |>, so 
ist ihr Maximalwerth in (21) gleich 1; dies ist bei (28) zu bedenken. 
Bei (28*) muss dagegen 2> durch 



» c2 



4^ aj 

1 k 



-^- 1 



ersetzt werden. Wir wollen für diesen constanten, endlichen Werth die 
Bezeichnung j; beibehalten. 



An die Stelle von m tritt — . (- 1 . 



Nur im Falle Fq> kommt (28*) zur Anwendung, und gleich- 
zeitig wird dabei die untere Grenze des umgewandelten Integrals u^ + ^' 
Es entsteht also, wenn man wegen (28), (28*) die drei Elemente 



[r], U"^ e-(*->)/'J, 



L yr J 



welche die Systeme aus § 13 vertreten, zu M nimmt, (mod. M) 

22* 
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n 



2 ■ n 



i-r.A ^al + J 



Ersetzt man die untere Grenze bei jp^, > durch «f,., dann kommt 
ein ErgänzuDgsintegral hinzu, dessen Werth sich erhöht, wenn statt 
der Klammer im Zähler und statt des Products im Nenner 1 gesetzt 
wird. Das Resultat ist folglich proportional zu s und kann also mit 
dem neunten Gliede des Modulsystems M vereinigt gedacht werden. 
Ersetzt man die obere Grenze durch oo, dann kann man beim Zusatz- 
integrale die Klammer des Zählers, die 1 und JJc^t ini Nenner unter- 



V 



drücken. Der Integrand wird dann u ^ , und das Zusatzintegral pro- 

r 

portional zu d * ; es kaun also mit dem dritten Gliede des Modulsystems M 
zusammengeworfen werden. 

Folglich ist das Schlussresultat (mod. M) 






n — r 









§ 15. 

EiuUicIi handelt es sich noch darum, sämmtliche Glieder vou M 
zum Verschwinden zu bringen. Diese sind 

[« log la-' + r)"J , UJ. [f"''], L*L W, 



[a ü e(*-i)y.7J , 



n — r 
h ^ 

L yt j 



Dabei waren die Voraussetzungen 



" ^' 



n> V] v > ; //>**; P ^= ^ s — 1 5 ^I endlich und positiv 






ZU machen. Lässt man nun auf irgend welche Art 
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(>, 6, dy €y r zur Grenze Null 
g, JR, h ins Unendliche 

gehen, dann verschwindet in 31 schon dadurch eine Keihc von Ele- 
menten , und es bleiben nur noch 



O-^n']; [^~-]; [olog(q' + 7')y, 



n — 1" 
8 



zurück. 

Wir setzen nun zunächst 



h 

L yr j 



(ß>n, 9= r? 

r 

so dass der Bedingung (jq^ > n genügt wird, dann wird gleichzeitig 

mit wachsendem g zur Grenze Null gelieu. 
Nehmen wir dann weiter 

und lassen y ins Unendliclie wachsen, dann werden 

nach Null hin abnehmen. 

Das letzte Glied des Modulsystems M bringen wir endlich durch 
die Festsetzungen 

bei wachsenden Wertheii von h zum Verschwinden. 

Aus der Congruenz (20) am Schlüsse des letzten Paragraphen ist 
also die Gleichung (8) geworden. Die Ableitung ist dabei in einer 
Weise geschehen, die keinem Zweifel Raum lässt. Es mag aber nochmals 
betont werden, dass wir die letzten Untersuchungen überwiegend aus 
methodischen Gründen durchgeführt haben. 
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Yorlesong I. 

D '( M IM l>io flMirhon Howoiao dafilr, dass eine Function im Bereiche ihrer 
Mti«tif(koit tiuoh ffloiohmUssi^ stetig sei, lässt Kronecker nicht gelten. 
hii«m«nHMi ütfttwou nirh auf die Existenz eines Maximums; Kronecker ver- 
iitlnht a^tM' daboi dio Aujjnihe einor Methode, durch welche ein solches Maxi- 
ittuiii luit willkflrlioh vorjjt^sohrieWner Genauigkeit bestimmt werden könne, 
hinauf hoKiohou Mioh auch die Bemerkungen des § 5, welche den Beweis des 
snilioi'gt'houdou Ihiragraphen treffen. 

B H M *J5 l>io leinte Behauptung der ersten Vorlesung wurde von Kronecker 
iiirltl liewieNon. Im Falle, da^s der Integrand beim Unendlichwerden sein 
N'iiitfiMehtMt uieht Untlert, liU^üt sich die Richtigkeit des Satzes leicht nach- 
m«lxeit 

Vorlesung HI. 

t) I n M {17 - 44. I>eu ersten der beiden Beweise gab Kronecker in den Be- 
I (rillen t\ Kgl. Ak. d. W. zu Berlin 1885, S. 785—787; der zweite stammt aus 
ilitiii Jahre 1880, ibid. S. 688 — 6l»0. In der ersten der beiden Publicationen 
lieliiideu li'uh aiieh die Bemerkungen aus § 7 über die Eindeutigkeit der inte- 
rn ir(t>ii Kiiiit'tiuu. 

W \i ^ b\ heu Begriff der natürlichen Begrenzung eines Integrationsbereiches 
IimI Krnu«M'ker in dem Aufsat-ze: „Ueber Systeme von Functionen mehrerer 
V.Nlul»»lu** Her. d. Kgl. Ak. d. W. zu Berlin 1869, XU eingeführt. 

Vorlesung IV. 

I, I M lio OMHian Bonnet hat den Satz bereit« im Jahre 1849 im Journal 
»im Muillieuuiti<iueM pures et appliquees, Liouville, XIV, S. 249 — 256 ver- 
(»Ifi.iilli« Itl un<l deu Beweis ausdrücklieh auf die AbeTsche Identität gestützt. 
I'-ImimIu «iel»t er ein Theonnn, welches dem auf S. 88 — 89 abgeleiteten sehr 
Mt vviiimK int 

Ü »I h lil, liU Vgl. li. Kronecker: „Ueber eine bei Anwendung der partiellen 
hih'HhdiiMi u«l/liehe Formel", Ber. d. Berl. Ak. d. W. 1885. § XIL S. 855. 

Vorlesung V. 

b I fS f'U hie llediugungen des Satzes können einfacher so gefasst werden, 
tliiMfi ii't-i') /.wineheu a und 6 emilich und im Allgemeinen gleichmassig stetig 
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bl«»il)t. Tu der That kann man dann, nacli Annahme oinoa beliebig? kleinen 
r, ein c ro bestimmen, dass 

' ^>{^y + 2x<t) — ^>{oy + 2xa + <*) ! <C ^ 
wird, ausgenommen an Stellen eines zusammenhänj^enden oder aus getrennten 
Theilen bestehenden Gebietes 7\ welches aus {a . . . h) herausgescimitten 
wenden muss, damit im Restgebiete gleiehmässige Stetigkeit herrsche. Die 
obigem Summanden geben als Beitrag zur Summe höchstens 

& — a 

T 
Innerhalb T können sich „ Summanden befinden, die zusammen einen Bci- 

2a ' 

trag liefern, welcher den Werth 

a '2mJ ^ MT 
2<j 

nicht übersteigt. Daher kann auch die Gesammtsumme den Werth 

^ — fl . -.^^ 

t —2— + MT 

niclit überschreiten, und weil (vgl. S. 12) mit x auch T nach Null convergirt, 
so folgt daraus der ausgesprochene Satz. 

Yorlesung TL 

§. 2. S. 93. Um die Cosinus- und die Sinusreihe in der gewöhnlich benutzten 
Form zu erlangen, muss man über f{z) die Voraussetzung 

az)==f{l-z) bezw. f(j:) = -f{i-z) 
machen. 

Torlesungr YII. 

§. 5. S. 107. Von den Schlussresultaten des Paragraphen kommt man zu den 
Formeln für 

30 00 

^7co8 2t;Kw ^7 sin2t;x«., 

indem man das Glied mit x =« in den dortigen Formeln auf die rechte 
Seite schafl't und dann w znr Grenze gehen lässt. 
§ 7 — 11. S. 110—111). Der Inhalt dieser Pai-agraphen findet sich in den Monat^ber. 
d. Berl. Akad. d. W. 1880, 29. Juli, S. 686—698, und 28. Oct., S. 864—860. 

Torlesimgr Till. 

Der Inhalt dieser und der folgenden Vorlesung findet sich im Colleg vom 
Jahre 1883/84 noch nicht; dagegen kommt er in dem von Sommer 1886 in der 
mitgethciilten Form vor. In diesem Jahre führt« Kronecker die Untersuchungen 
durcl), w«'l(lie in dem Aufsatze: „Ueber eine bei Anwendung der partiellen Inte- 
gration nützliche Formel" (Berl. Ber. 1886, 16. Juli, S. 841) enthalten sind, und 
deren wesentliche Resultate in der neunten Vorlesung gegeben werden. In den 
spilt^iron Collegien (1887, 1889, 1891) beschiilnkt sich dann Eronecker auf diesen 
letzten Theil, so dass das Problem der mechanischen Quadratur vor dem der 
Aufstellung allgemeiner Summcnformeln in den Hintergrund tritt. Es erschien 
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aber angemessen, dem Cursus des Collegs von 1885 zu folgen und die Darlegung 
der mechanischen Quadratur beizubehalten. — Eine Fortsetzung seiner Unter- 
suchungen gab Kronecker in dem Aufsatze: „Ueber eine summatorische Function", 
Berl. Ber. 1889, 31. Oct., S. 867. 

Torlesnng IX. 

§ 6. S. 149. Auf Z. 8 V. u. ist einzuschieben: Die a^. und die r^ sind dabei be- 
liebige Grössen, welche nur die Bedingung erfüllen müssen, dass die Reihe 
für g^'^~'^^(—- x) für alle Werthe von x convergire und eine innerhalb de» 
Intervalles von a; = bis a; =* 1 durchweg endliche, stetige, diiferentiirbare, 
aber bei a; = und a; = 1 unstetige Function darstelle, welche, wenn man 
einerseits x bis Null abnehmen, andererseits bis zu 1 zunehmen lässt, sich 
zwei verschiedenen Grenzwerthen nähert. 

Torlesang X. 

§ 1 — § 3. S. 167 ff. Vgl. Kronecker's „Bemerkungen über die Darstellung von 
Reihen durch Integrale", Journal f. d. reine und angew. Math. CV, 157 — 159 
und 346—354. 

§ 4. S. 162. Vgl. Kronecker's „Summirung der Gauss'schen Reihen 

« — 1 2A*7r» 

e 



V. - ". 



h=() 
ibid. S. 267 — 268. 

Torlesnng XI« 

§ 4 — § 7. S. 187. Vgl. Kronecker's Aufsatz: „Zur Theorie der elliptischen 

Functionen", Berl. Ber. 1881, Dec, S. 1166. 

§ 8. S. 197. Vgl. Kroneck er's „Bemerkungen über die Jacobi'schen Theta- 

formeln", Journal f. d. reine u. angew. Math. CII, S. 260—272. 

Yorlesung XUI. 

§ 4 — § 8. S. 219. Vgl. Kronecker's „Notiz über Potenzreihen", Berl. Ber. 
1878, 21. Jan., S. 63-68. 

Vorlegung XV, 

§ 2 — § 6. S. 266. Vgl. Kronccker's „Ueber Systeme von Functionen mehrerer 
Variabein", Berl. Ber. 1869, 4. Milrz, § V u. § XI, sowie „Bemerkungen zur 
Determinantentheorie", Journal f. d. reine u. angew. Math., Bd. 72. III, § 4. 

§ 7. S. 264 Es ist zu beachten, dass die in diesem Paragraphen gegebene De- 
finition der Oberfläche einer sphärischen Mannigfaltigkeit nicht mit der aus 
§ 4 fliessenden übereinstimmen kann, weil im früheren Paragraphen der Factor 

(n — 1) ! unterdrückt worden ist. Setzt man in § 2 bis § 4 1*'^ « rj + . • . 

+ if„ — p* voraus und legt den Punkt (z) in den Nullpunkt, so folgt n\dv 



I> ^^ qdw und also 



til 

tl7 == -- V, 

9 
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während in § 7 gerade infolge der Unterdriickung von in — 1)1, wenn wir 
hier das Oberflächenmaasö mit w bezeichnen, 

_ n 

Q 

herauskommt. — Eine Aenderung schien aber gleichwolil nicht angemessen, 
da in den folgenden Vorlesungen zu einer Verwechselung keinerlei Anlass 
vorliegt. 

Torlesnng XVL 

§ 1. S. 267. Ueber den Inhalt der Vorlesung vgl. man Kronecker: „Ueber 
S3'steme von Functionen mehrerer Variabelu", Berl. Ber. 4. März 1869, und: 
„Die Clausius'schen Coordinaten" , ibid. 30. Juli 1891. 

Torlesung XVUF. 

§ 7. S. 311. Vgl. L. Kronecker: „Ueber Potentiale n-facher Mannigfaltigkeiten". 
In memoriam Domini Chelini. Collectanea mathematica, 1881. 

Yorlesang XIX. 

§ 3. S. 319. Die erste Formel dieses Paragraphen erhält man, wenn das Integral 
je^'^dz längs der, auf S. 240 oder 246 gezeichneten Contour ausgeführt wird. 
Setzt man für den unendlich grossen Kreis ^r = J? (cos 0* + * siii ^) und int-e- 



7C 



grirt von '0' = bis 'O' == -ö-g , so mus« 'ö'o <C x sein, weil sonst in den Ex- 

(7t TC \ * 

COS - - -f- i sin —I eintreten würde. Daher stammt dann die 

Bedingung \h _ -< a . 
§ 4. S. 322. Die mm folgenden Ableitungen hat Kronecker zuerst 1889 und 
dann in veränderter Form 1891 vorgetragen. Er hebt dabei den, für seine 
Art der Production besonders wichtigen Umstand hervor, dass die Oesammt- 
heit der Vorsichtsmassregeln, welche die Methode erfordert, erst im Laufe 
der Untersuchung selbst hervortrete, so dass auf Grund späterer Erwägungen 
häufig Aenderungen in den früheren Beweisführungen nöthig werden. Die 
Spuren dieser Schwierigkeiten sind in der Darstellung wohl nicht ganz zu 
verwischen gewesen. 
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Druckfehler. 

S. 69. Z. 1 V. u. ist einzusLhie>>on : Der Werth der Integrale nähert sich der 

Grenze Null. 
S. 106. Z. 6 u. 6 V. u. ist zu le^en: demjenigen der beiden Werthe 

r — [c] und c — [r + 1] , 

welcher den kleineren absoluten Betrag be^-itzt. 
S. 149. Z. 14 V. u. ist zu le^en: 

X 
1 

S. 175. Z. 5 V. u. ist zu lesen: innerhalb des um den Nullpunkt geschlagenen 

Kreises. 
S. 189. Z. o V. u. ist zu lesen: 

1 / 2^-«»+^ 



S. 277. Z. 8 V. u. ijjt zu lesen: 
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